
Âàðèàíò 1

Çàäà÷è

1. (4) Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẍ = e−x − e−2x, x(0) = ln 2, ẋ(0) = 1/2.

2. (2) Íàéäèòå âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû{
ẋ = y − x2
ẏ = 3 ln 2− 3 ln (x2 + 1)

,

îïðåäåëèòå èõ òèïû è èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü. Ïðè èññëåäîâàíèè íà óñòîé÷è-
âîñòü äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè íóæíî óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà: à) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé; á) óñòîé÷èâîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; â) íåóñòîé÷èâîé.

(2) Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

3. (4) Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x2y′′ − xy′ + y = εy2

c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(1) = cos ε, y′(1) = 1.

Âîïðîñû

4. (2) Íàðèñóéòå ýñêèç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì
êîýôôèöèåíòîì ðàçìíîæåíèÿ k(x) = 4− x.

5. (3) ßâëÿþòñÿ ëè íåçàâèñèìûìè ôóíêöèè

x+ y + z, xy + xz + yz, x3 + y3 + z3 − 3xyz

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, y = 1, z = −1?

6. (3) Óñòîé÷èâû ëè ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = (sin t + sin 2t)x + sin
√
3t?

Óñòîé÷èâû ëè îíè àñèìïòîòè÷åñêè?

7. (4) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

2y
∂u

∂x
− 3x

∂u

∂y
= 0, u |y=0 = xn,

îïðåäåë¼ííûõ â êàêîé-íèáóäü îêðåñòíîñòè òî÷êè x = y = 0.
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8. (2) Íàðèñóéòå (íå íàõîäÿ îáùåãî ðåøåíèÿ) èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ

ẋ = 3
√
x5(x4 − 1).

(2) Íàéäèòå âñå òî÷êè ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè.

9. (2) Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìó
ẋ = ax + y − 2z + sin2 t
ẏ = x + ay − 2z + sin4 t
ż = x + y + (a− 3)z + sin6 t

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ∈ R. Ïðè èññëåäîâàíèè íà óñòîé÷èâîñòü íóæ-
íî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà: à) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâîé; á) óñòîé÷èâîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; â) íåóñòîé÷èâîé.

(2) Ïðè êàêèõ a ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì π?

10. (4) Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ∂x
∂ε

è ∂y
∂ε

ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû{
ẋ = cos x tg y − ln (1 + xy)
ẏ = sin x+ et arctg ε

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = ε, y(0) = eε − 1.

Âîïðîñû

11. (2) Ôàçîâûå êðèâûå êàêèõ òèïîâ èìååò ñèñòåìà ẋ = −2y, ẏ = 3x?

12. (3) Ìîæíî ëè âûïðÿìèòü âåêòîðíîå ïîëå ẋ = 2x + 1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0?
Åñëè äà, óêàæèòå âûïðÿìëÿþùóþ çàìåíó êîîðäèíàòû.

13. (3) Â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîð-
íîå ïîëå íà ïëîñêîñòè èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äèâåðãåíöèþ. Ìîæåò ëè îñîáàÿ òî÷êà
áûòü öåíòðîì?

14. (4) Âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü â íà÷àëå êîîðäèíàò, à êàæäàÿ èç
äâóõ åãî êîìïîíåíò � ìíîãî÷ëåí ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñðåäè êîòî-
ðûõ åñòü õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íåóñòîé-
÷èâî.
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15. (4) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

x
∂u

∂x
+ (3y − 2x)

∂u

∂y
= 0

ïðè x > 0.

16. (2) Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿ

ẍ = π sinx− 2x

íàéäèòå âñå îñîáûå òî÷êè, îïðåäåëèòå èõ òèïû è èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü. Ïðè
èññëåäîâàíèè íà óñòîé÷èâîñòü äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè íóæíî óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
îíà: à) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé; á) óñòîé÷èâîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè; â) íåóñòîé-
÷èâîé.

(2) Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ.

17. (4) Íàéäèòå ∂x
∂ε
|ε=0, åñëè

{
ẋ = xy + εy3

ẏ = y/t+ ε2
è

{
x(1) = 1− ε
y(1) = cos ε

.

Âîïðîñû

18. (2) Íàéäèòå èçîêëèíó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = (y + x2)/(1 + x2), ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (1, 3).

19. (3) Óêàæèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = x2 + 1
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì t0 = 0, x0 = 0.

20. (3) Óêàæèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû:{
ẋ = −3x+ 10x3

ẏ = −5y + 4xy5
.

21. (4) Ïðàâûå ÷àñòè àâòîíîìíîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû
è îãðàíè÷åíû. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ïðîäîëæàåòñÿ âïåð¼ä
íåîãðàíè÷åííî?


