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� 1. Ââåäåíèå

Ïîëèíîì P (z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n, cj ∈ C, íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì,

åñëè |cj | = 1 äëÿ âñåõ j. Ëèòëâóä â 1966 ã. ïîñòàâèë âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî

óíèìîäóëÿðíûé ïîëèíîì ìîæåò áûòü áëèçîê ê êîíñòàíòå ïî àáñîëþòíîé âå-

ëè÷èíå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ? Èíûìè ñëîâàìè, ñó-

ùåñòâóåò ëè äëÿ çàäàííîãî ε > 0 óíèìîäóëÿðíûé ïîëèíîì P (z) ñòåïåíè n > 1,
óäîâëåòâîðÿþùèé îöåíêå ∣∣∣∣ 1√

n+ 1
|P (z)| − 1

∣∣∣∣ < ε

äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ C, òàêîé, ÷òî |z| = 1 ? Íàðÿäó ñ êëàññîì óíèìîäóëÿð-

íûõ ïîëèíîìîâ èçó÷àåòñÿ ðÿä äðóãèõ êëàññîâ ïîëèíîìîâ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ

ñóìì, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå áîëåå îáùèõ èëè áîëåå ÷àñòíûõ îãðàíè÷åíèé íà

êîôôèöèåíòû, îáúåäèí¼ííûõ ïîä îáùèì íàçâàíèåì ïîëèíîìû Ëèòëâóäà. Èñ-

ñëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëèòëâóäà èìååò áîëüøîé êðóã

ïðèëîæåíèé â òåîðèè ÷èñåë, àíàëèçå è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëîæè-

òåëüíûé îòâåò íà óïîìÿíóòûé âîïðîñ Ëèòëâóäà äàë Êàõàí â 1980 ã. è, â òî æå

âðåìÿ, ìíîãèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ïîëèíîìîâ Ëèòëâóäà îò-

êðûòû è ñåé÷àñ.

Îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññ MR ïîëèíîìîâ Ëèòëâóäà

ñ êîýôôèöèåíòàìè {0, 1} íà ãðóïïå R, âîçíèêàþùèé â çàäà÷àõ ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìîâ â êëàññå MR, ÿâëÿþùèõñÿ èíòåãðàëü-
íî ε-ïëîñêèìè íà ëþáîì çàäàííîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò No. 11-01-00759-à) è Ïðîãðàììû ïîä-
äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò No. ÍØ-3038.2008.1).
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Rr {0}. À èìåííî, ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ çàäàííûõ 0 < a < b è ε > 0 ñóùåñòâó-

åò ïîëèíîì

P(t) =
1
√
q

q−1∑
j=0

e2πi tω(j), ω(j) ∈ R, q > 2,

ÿâëÿþùèéñÿ ε-ïëîñêèì íà îòðåçêå [a, b] ïî îòíîøåíèþ ê íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L1([a, b]). Çàòåì, ìû ïîêàæåì, êàê ïðèìåíåíèå äàííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëü-

òàòà ïîçâîëÿåò äàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ê ãèïîòåçå Áàíàõà î ñóùåñòâîâà-

íèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïðîñòûì ëåáåãîâñêèì ñïåêòðîì â êëàññå äåéñòâèé

ãðóïïû R.

1.1. Ïðèëîæåíèÿ ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ êëàññà

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé, � òàê íàçûâàåìûõ ñèñòåì ðàí-

ãà 1. Ñîõðàíÿþùåå ìåðó îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (X,A, µ) íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ðàíãà 1, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü áàøåí Ðîõëèíà {TBn ⊔ . . . ⊔ ThnBn}, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ëþáîå
èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X. Äàííîå îïðåäåëåíèå ðàñ-

øèðÿåòñÿ íà ïîòîêè � äåéñòâèÿ ãðóïïû R, à òàêæå íà áîëåå îáùèå äåéñòâèÿ

ãðóïï [28]. Àâòîìîðôèçìû ðàíãà 1 áûëè âïåðâûå ñêîíñòðóèðîâàíû Îðíñòåé-
íîì è ×àêîíîì [23, 41] è ÿâëÿþòñÿ âàæíûì èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ â ýðãîäè÷å-

ñêîé òåîðèè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîòîêè ðàíãà 1 èìåþò ïðîñòîé

ñïåêòð, à çíà÷èò, åäèíñòâåííûì ñïåêòðàëüíûì èíâàðèàíòîì òàêèõ ñèñòåì ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåðà ìàêñèìàëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïà. Äëÿ êëàññà ïîòîêîâ ðàíãà 1,
ÿâëÿþùèõñÿ ãëàâíîé öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ, ìû óñòàíîâèì ñóùåñòâîâà-

íèå ïîòîêà, îáëàäàþùåãî ìàêñèìàëüíûì ñïåêòðàëüíûì òèïîì, ýêâèâàëåíòíûì

ìåðå Ëåáåãà íà ïðÿìîé R, è òåì ñàìûì äàäèì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ

Áàíàõà [6, 13] î ñóùåñòâîâàíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïðîñòûì ëåáåãîâñêèì

ñïåêòðîì äëÿ äåéñòâèé ãðóïïû R. Ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå ìåòîä ïîñòðîå-

íèÿ ïîòîêà ðàíãà 1 ñ ëåáåãîâñêèì ñïåêòðîì îïèðàåòñÿ íà ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèé

ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ïëîñêèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè {0, 1}, ñâÿçàííûé ñ çàäà÷àìè îá èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ

Ëèòëâóäà [36].

1.2. Ïîëèíîìû Ëèòëâóäà. Èíòåðåñ ê àíàëèòè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïîëèíî-

ìîâ ñ îïðåäåë¼ííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû âîñõîäèò ê ðàáîòàì

Õàðäè è Ëèòëâóäà îá îöåíêàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è ðÿäîâ (ñì. [30], [36],
à òàêæå [27]). Êîìïëåêñíûé ïîëèíîì

P (z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n, cj ∈ C, z ∈ C, |z| = 1, (1.1)

íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì, åñëè |cj | = 1 äëÿ âñåõ j. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Kn

ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿðíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n, è ïóñòü Ln � êëàññ ïîëèíî-

ìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1,

Ln =
{
Q(z) =

n∑
j=0

cjz
j , cj ∈ {−1,+1}

}
, Ln ⊂ Kn. (1.2)
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Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïîëèíîìû êàê ôóíêöèè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1.

Ëèòëâóä ([36], ñì. òàêæå [3, 21, 27, 31]) ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî

áëèçêî ìîæåò ïðèáëèçèòüñÿ ê êîíñòàíòå ôóíêöèÿ |P (z)| äëÿ ïîëèíîìîâ P â

êëàññå Kn è äëÿ ïîëèíîìîâ â êëàññå Ln ?

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëèíîì P (z) íàçûâàþò ε-óëüòðàïëîñêèì, åñëè∣∣∣∣ 1√
n+ 1

|P (z)| − 1

∣∣∣∣ 6 ε (1.3)

äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîì P (z) ÿâëÿåòñÿ ε-èíòåãðàëüíî
ïëîñêèì èëè, ñîêðàù¼ííî, ε-ïëîñêèì â íîðìå Lp, åñëè∥∥∥∥ 1√

n+ 1
|P (z)| − 1

∥∥∥∥
p

6 ε, (1.4)

ãäå ∥ · ∥p � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(S1).

Ê¼ðíåð óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå óíèìîäóëÿðíûõ ïîëèíîìîâ P (z) ñî ñâîé-

ñòâîì A 6 (n+ 1)−1/2|P (z)| 6 B, ãäå z ∈ S1, äëÿ íåêîòîðûõ àáñîëþòíûõ êîí-
ñòàíò 0 < A < 1 < B (ñì. [22, 35]). Êàõàí [31], îòâå÷àÿ íà âîïðîñ Ëèòëâóäà,

ïîñòðîèë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè

âñåõ z ∈ S1 îöåíêå∣∣∣ (n+ 1)−1/2|Pn(z)| − 1
∣∣∣ 6 εn, εn = O(n−1/17

√
log n). (1.5)

Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn-óëüòðàïëîñêèõ ïîëèíîìîâ

â êëàññå Ln, εn → 0. Òàêæå îòêðûò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè εq-èíòåãðàëüíî

ïëîñêèõ ïîëèíîìîâ â êëàññå Mq ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè {0, 1},

Mq =
{
P (z) = q−1/2(za0 + za2 + · · ·+ zaq−1), ak ∈ Z, ak < ak+1

}
(1.6)

ãäå q > 2 è εq → 0 (ñì. [3, 27]). Äàííûé êëàññ ïîëèíîìîâ òåñíî ñâÿçàí ñ èññëåäî-

âàíèåì ñâîéñòâ ìåðû ìàêñèìàëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïà äëÿ àâòîìîðôèçìîâ

ðàíãà 1 (ñì. [16, 20, 34]).

1.3. Ïëîñêèå ïîëèíîìû Ëèòëâóäà ñ êîýôôèöèåíòàìè {0, 1}. Áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì MR
q êëàññ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì âèäà

Pω,q(t) =
1
√
q

q−1∑
y=0

e2πi tω(y), ω(y) ∈ R, t ∈ R. (1.7)

Ôóíêöèþ ω : R → R, ó÷àñòâóþùóþ â îïðåäåëåíèè ñóììû Pω,q(t), îáû÷íî íàçû-
âàþò ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ω(y) âîçðàñòàåò,

áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòîò {ω(y)}q−1
y=0 óïîðÿäî÷åíà ïî âîçðàñ-

òàíèþ, ïðè÷¼ì ω ∈ C2([0, q]). Óäîáíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî

MR =
∞∪
q=2

MR
q . (1.8)
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Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé

êëàññ ÷àñòîòíûõ ôóíêöèé ω(y).

Îïðåäåëåíèå 3. Ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íàÿ ÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ ω(y)

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ω(y) = E0 +Aeβy, E0, A, β ∈ R. (1.9)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ω(y) ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè îáùèì ðåøåíèå äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ

ω′′ = βω′. (1.10)

Òåîðåìà 1. Äëÿ çàäàííîãî ïðîìåæóòêà [a, b], 0 < a < b è ïàðàìåòðà ε > 0,
îïðåäåëÿþùåãî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé �ìàñ-

øòàáíûé êîôôèöèåíò� m0 > 0, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > m0 íàéäóòñÿ

ïàðàìåòð ÷àñòîòíîé ôóíêöèè β > 0, β−1 ∈ N, è áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñòåïåíåé qj, ïîðîæäàþùèå ε-ïëîñêèå â ïðîñòðàíñòâå L1([a, b]) òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ñóììû Pω,qj (t), ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ÷àñòîòíîé ôóêíöèè

ω(y) = ωm,β,qj (y) = m
qj
β2
eβy/qj . (1.11)

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå êîíñòðóêöèé ïîòîêîâ ðàíãà 1: ëåñòíè÷íîé è ýêñïî-
íåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íîé. Íà ðèñóíêå ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïðîöåäóðà
�ðàçðåçàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ�. ×óòü áîëåå âûñîêèå ïðÿìîóãîëüíèêè (âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà êîòîðûõ îòìå÷åíà ñèíèì öâåòîì) èçîáðàæàþò êîëîííû â
ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íîé êîíñòðóêöèè.

1.4. Ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûå ýðãîäè÷åñêèå ïîòîêè ðàíãà 1.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Èñïîëüçóåìûé â íàøåé ðàáîòå òåðìèí ýêñïîíåíöèàëü-

íî-ëåñòíè÷íàÿ ôóíêöèÿ îáÿçàí ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì àíàëîãèè ñ ëåñòíè÷íîé

êîíñòðóêöèåé àâòîìîðôèçìà ðàíãà 1 (î ëåñòíè÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ ñì., íàïðè-
ìåð, [17, 48]), â êîòîðîé ôóíêöèÿ âîçâðàùåíèÿ â îñíîâàíèå àïïðîêñèìèðóþ-

ùåé áàøíè Ðîõëèíà èìååò âèä ëåñòíèöû èç q ñòóïåíåé âûñîòû 1. Ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîäíóþ ω′(y) ÷àñòîòíîé ôóíêöèè. Îíà àïïðîêñèìèðóåò ðàññòîÿíèå
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé, îãèáàþùèõ êîëîííû â êîíñòðóêöèè �ðàç-
ðåçàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ� äëÿ ëåñòíè÷íîé è ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íîé
êîíñòðóêöèé. Ñèíèé ïðÿìîóãîëüíèê îáîçíà÷àåò áàøíþ ñ íîìåðîì n â
êîíñòðóêöèè ïîòîêà ðàíãà 1. Êðàñíàÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ îãèáàåò ãðàôèê
ôóíêöèè âîçâðàùåíèÿ äëÿ ëåñòíè÷íîé êîíñòðóêöèè. Ò¼ìíî-ñèíÿÿ ëè-
íèÿ (ãðàôèê ýêñïîíåíòû ωm,β,q(y)) îãèáàåò ãðàôèê ôóíêöèè âîçâðàùå-
íèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íîãî ïîòîêà ðàíãà 1.

ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòîò {ω(y)}q−1
y=0. Ãðàôèê

êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ϕ(y) = κω′
m,β,qj

([y]), èãðàþùåé ðîëü ôóíêöèè

âîçâðàùåíèÿ â êîíñòðóêöèè ýêñïîíåíöèàëüíî ëåñòíè÷íîãî ïîòîêà (ñì. (1.11)),

òàêæå èìååò âèä ëåñòíèöû ñî ñòóïåíÿìè âûñîòû ïðèáëèçèòåëüíîmq−1
j , îáëàäà-

þùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé îãèáàþùåé êðèâîé, ïðåäñòàâëåííîé ãðàôèêîì ôóíê-

öèè κω′
m,β,qj

(y), ãäå κ = (eβ − 1)/β = 1 + o(1) ïðè β → 0 (ñì. ðèñ. 2).

1.5. Îïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ðàíãà 1. Àêòèâíî èçó÷àåìûå â ýðãîäè÷åñêîé

òåîðèè àâòîìîðôèçìû ðàíãà 1 ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêèìè ýêâèâàëåíòíû-

ìè ñïîñîáàìè. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä, a priori ðàçëè÷íûõ, ïîäõîäîâ ê

îáîùåíèþ äàííîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà äåéñòâèÿ ãðóïïû R. Íàì

áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå, îïèðàþùååñÿ íà êîíñòðóêöèþ �ðàçðå-

çàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ�, ïîñêîëüêó íàøà ãëàâíàÿ öåëü � äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû R ñ îïðåäåë¼ííûìè ñïåêòðàëüíûìè

ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü äàí èçìåðèìûé ïîòîê T t, ò.å. èçìåðèìîå ñåìåéñòâî

ñîõðàíÿþùèõ ìåðó ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà (X,A, µ) ñî ñâîéñòâîì
Tu+t = T t ◦ Tu. Ìû áóäåì íàçûâàòü áàøíåé èçìåðèìîå ðàçáèåíèå íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà U íà ìíîæåñòâà âèäà T tB � óðîâíè áàøíè U (áóäåì èñïîëüçîâàòü
òåðìèí t-óðîâåíü äëÿ îòäåëüíîãî ìíîæåñòâà T tB). Ìíîæåñòâî B ïðè ýòîì

íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì áàøíè U .

Èòàê, ïóñòü äàíû ïàðàìåòðû êîíñòðóêöèè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûñîò áàøåí

hn > 0, ÷èñëî �ðàçðåçàíèé� qn, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ωn(y), îïðåäåëÿ-

þùèõ ìîìåíòû âîçâðàùåíèÿ â îñíîâàíèå n-é àïïðîêñèìèðóþùåé áàøíè Un
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èòåðàöèé òî÷êè èç îñíîâàíèÿ áàøíè Un+1, è ïóñòü qn → ∞, ωn(0) = 0, à òàêæå

hn+1 > ωn(qn), ωn(y + 1)− ωn(y) > hn,
∞∏

n=1

hn+1

qnhn
<∞. (1.12)

Îïðåäåëèì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X ïîòîêà ðàíãà 1 êàê îáðàòíûé ïðåäåë ïðî-

ñòðàíñòâ (Xn, µn), Xn = [0, hn] (ìåðû µn îïðåäåëÿþòñÿ íèæå), îòíîñèòåëüíî

ïðîåêöèé ϕn : Xn+1 → Xn, ãäå

ϕn(ωn(y) + t) = t, åñëè 0 6 t < hn, 0 6 y < qn, (1.13)

è

ϕn(xn+1) = 0 èíà÷å, (1.14)

à èìåííî, ïîëîæèì

X =
{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) : 0 6 xn < hn, ϕn(xn+1) = xn

}
. (1.15)

Ïðè óñëîâèè òðåáîâàíèé (1.12) ïðîñòðàíñòâà Xn ìîæíî ñíàáäèòü ìåðîé âèäà

µn = (1− γn)λn + γnδ0, (1.16)

ãäå λn � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà (0, hn), à δ0 � äåëüòà-ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì

òàê, ÷òî ϕ∗nµn = µn+1. Îòìåòèì, ÷òî γn → 0. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîñòðàíñòâå

X âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåðàìè µn.

Çàôèêñèðóåì íåêîòðîå t ∈ R, òîãäà µ-ïî÷òè íàâåðíîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ X óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî èíäåêñà n0 = n0(x, t), êîîðäèíàòà xn íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíü-

øåì, ÷åì |t|, îò ãðàíèöû îòðåçêà [0, hn], ò. å.

|t| 6 xn 6 hn − |t| ïðè n > n0(x, t). (1.17)

Çíà÷èò, ìû ìîæåì êîððåêòíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå èçìåðèìîãî ïîòîêà

T t : X → X ôîðìóëîé

T tx = (x
(+t)
1 , . . . , x

(+t)
n0−1, xn0 + t, xn0+1 + t, . . . , xn + t, . . .), (1.18)

ãäå n0 = n0(x, t) è ìëàäøèå êîîðäèíàòû x
(+t)
1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëî-

âèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ïðîåêöèé: ϕn(xn+1) = xn. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåðà
µ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîòîêà T t, à ìíîæåñòâà

Un = ϕ−1
∞,n(0, hn) (1.19)

ÿâëÿþòñÿ áàøíÿìè Ðîõëèíà, àïïðîêñèìèðóþùèìè σ-àëãåáðó ïðîñòðàíñòâà X,

ãäå ϕ∞,n(x) = xn.

Ðàññìîòðåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ïîòîêà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íàÿ

êîíñòðóêöèè �ðàçðåçàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ� äëÿ àâòîìîðôèçìà ðàíãà 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñìûñë êîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áàøíÿ Un+1 ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà èç áàøíè Un ïóò¼ì ñëåäóþùåé ïåðåñòðîéêè: ìû ðàçðåçàåì áàøíþ Un
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âûñîòû hn íà qn ðàâíûõ êîëîíí, ðàñøèðÿåì êîëîííó ñ íîìåðîì y, óâåëè÷èâàÿ
å¼ âûñîòó íà âåëè÷èíó ωn(y + 1)− ωn(y)− hn (äîñòðàèâàåì äîïîëíèòåëüíûå

óðîâíè) è çàòåì ñòðîèì íîâóþ áàøíþ Un+1 ñêëåèâàíèåì ïîëó÷åííûõ �ðàñøè-

ðåííûõ� êîëîíí. Êîíñòðóêöèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 1. Ïîä äåéñòâèåì

ïîòîêà T t òî÷êà T tx, x ∈ Bn, äâèæåòñÿ âåðòèêàëüíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1

äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãíåò âåðõíåãî óðîâíÿ êîëîííû, à çàòåì ïåðåõîäèò
â îñíîâàíèå ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå Sn â òî÷êó Snx, êîòîðîå â
íàøåì ñëó÷àå äåéñòâóåò òàê, ÷òî âåðõíèé óðîâåíü êîëîííû ñ íîìåðîì y ñêëå-

èâàåòñÿ ñ íèæíèì óðîâíåì (y + 1)-é êîëîííû. Äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü, êàê
äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå âîçâðàùåíèÿ â îñíîâàíèå áàøíè Un+1, íóæíî ïðîèçâå-

ñòè ñëåäóþùèé øàã êîíñòðóêöèè è òàê äàëåå.

Ïðîåêöèÿ ϕn èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò

t-óðîâíþ áàøíè Un+1 ñîîòâåòñòâóþùèé åìó óðîâåíü âíóòðè áàøíè Un, ëèáî

0, êîãäà òî÷êà âûõîäèò çà ïðåäåëû áàøíè Un. Èíûìè ñëîâàìè, ϕn(t) ýòî âû-
ñîòà (óðîâåíü) òî÷êè T tx0 íàä îñíîâàíèåì áàøíè Un (ñì. ðèñ. 2), åñëè x0 �
òî÷êà â îñíîâàíèè áàøíè Un+1, êîòîðîå åñòü íå ÷òî èíîå êàê îñíîâàíèå êîëîí-

íû ñ íîìåðîì 0 (êðàéíåé ëåâîé êîëîííû íà ðèñóíêå). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

âîçâðàùåíèÿ â îñíîâàíèå áàøíè Un ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé è å¼ çíà÷åíèå

ðàâíî ωn(y + 1)− ωn(y) äëÿ òî÷åê â îñíîâàíèè êîëîííû ñ íîìåðîì y.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì íàçûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûì ïîòîêîì

ïîòîê ðàíãà 1, ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåííîé âûøå êîíñòðóê-

öèåé íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûõ ôóíêöèé

ωn(y) = ωmn,βn,qn(y), ïðè óñëîâèè ÷òî âûáîð ïàðàìåòðîâ mn, βn, qn îáåñïå÷è-

âàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.12), à èìåííî,

mn → ∞, hn =
mn

βn
,

∞∑
n=1

mn

hn
<∞. (1.20)

Â îïðåäåëåíèè 5 ìû ïðåäñòàâèëè óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû êîíñòðóêöèè â íàè-

áîëåå íàãëÿäíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òðåòüå óñëîâèå â (1.20)

èìååò áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó çàïèñè:
∑

n βn <∞ è, êðîìå òîãî, âëå÷¼ò ñâîéñòâî

βn → 0.

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûé ïîòîê ðàíãà 1,
ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûõ

ôóíêöèé

ωn(y) = ωmn,βn,qn(y) = mn
qn
β2
n

eβny/qn . (1.21)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1/4) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

h1+α
n 6 qn, mn 6 h1/2−α

n ,
∞∑

n=1

1

m
1/4−α
n

<∞, (1.22)

è ïóñòü qn óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀k ∈ Z ∩
[
m1−α

n

βn
,
m1+α

n

βn
eβn

] ∥∥∥∥(qn + 1)
1

βn
k ln k

∥∥∥∥
Z
6 βn, (1.23)
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ãäå

∥x∥Z = min{|ℓ− x∥ : ℓ ∈ Z}. (1.24)

Òîãäà ïîòîê T t èìååò ëåáåãîâñêèé ñïåêòðàëüíûé òèï. Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê

T t èìååò ëåáåãîâñêèé ñïåêòð êðàòíîñòè îäèí, è âîïðîñ Ñ.Áàíàõà î ñóùå-

ñòâîâàíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïðîñòûì ëåáåãîâñêèì ñïåêòðîì èìååò

ïîëîæèòåëüíûé îòâåò â êëàññå äåéñòâèé ãðóïïû R ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : X → C, ïîñòîÿííóþ íà

óðîâíÿõ áàøíè Un0 äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà n0. Ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî ñîïî-

ñòàâèòü ôóíêöèè f(x) ôóíêöèþ f(n0)(t) íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, òàêóþ,
÷òî f(n0)(t) = f(T tx0) äëÿ âñÿêîé òî÷êè T tx0, ïðèíàäëåæàùåé t-óðîâíþ áàø-

íè Un0 . Ôóíêöèÿ f(n0)(t) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ âíå îòðåçêà [0, hn0 ]. Äàëåå,
äëÿ êàæäîãî n > n0 îïðåäåëåíî ïîäíÿòèå ôóíêöèè f(x) íà óðîâíè áàøíè Un è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ f(n) : R → C, supp f(n) ⊆ [0, hn]. Ôóíêöèè f(n)(t) è

f(n+1)(t) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè ϕn,

f(n+1)(t) = f(n)(ϕn(t)), n = n0, n0 + 1, . . . (1.25)

Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà σf , îòâå÷àþùàÿ ôóíêöèè f , îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

⟨
T tf, f

⟩
=

∫
R
e2πi tx dσ(x). (1.26)

Èñïîëüçóÿ íàáëþäåíèå, âîñõîäÿùåå ê ðàáîòå Äæ.Áóðãåíà [20], ñïåêòðàëüíóþ

ìåðó σf ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ � îáîáù¼ííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ Ðèññà

σf = |f̂ |2 ·
∏

n>n0

|Pn(t)|2, (1.27)

ñõîäÿùåãîñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè, ãäå

Pn(t) =
1

√
qn

qn−1∑
y=0

e2πi tωn(y). (1.28)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ èäåÿ, çàëîæåííàÿ â ýòó ôîðìóëó çàêëþ÷àåòñÿ â íàáëþäåíèè î

òîì, ÷òî

f(n+1)(x) =

qn−1∑
y=0

f(n)(x− ωn(y)), (1.29)

à çíà÷èò,

f̂(n+1)(t) = f̂(n)(t) ·
1

√
qn

qn−1∑
y=0

e2πi tωn(y). (1.30)

Îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå â äîêàçàòåëüñòâå àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñïåêòðàëü-

íûõ ìåð σf ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Ëèò-

ëâóäà Pmn,βn,qn(t), ÿâëÿþùèõñÿ εn-ïëîñêèìè íà ðàñøèðÿþùèõñÿ èíòåðâàëàõ

(an, bn), an → 0, bn → ∞, ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî εn → 0 äîñòàòî÷íî áûñò-

ðî. Òàêèì ñïîñîáîì ìû äîêàæåì ñõîäèìîñòü îáîáù¼ííûõ ïðîèçâåäåíèé Ðèññà
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ê ðåãóëÿðíîé ïëîòíîñòè íà ìíîæåñòâå Rr {0} è, ïîëüçóÿñü ýðãîäè÷íîñòüþ íà-

øåãî ïîòîêà, óñòàíîâèì àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðàëüíîé ìåðû σf íà

âñ¼ì R, ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ýðãîäè÷åñêîãî ïîòîêà íå ìîæåò èìåòü
àòîìà â íóëå, åñëè èçó÷àòü ïîðîæä¼ííîå ïîòîêîì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå íà

ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì (ñì. [7]). Äàëåå, âûáèðàÿ ïîäõî-

äÿùèå ôóíêöèè f , ìû ëåãêî ïðîâåðÿåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ñïåêòðàëüíûé òèï

ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, íî è ëåáåãîâñêèì, ò.å. ïëîòíîñòü

ñïåêòðàëüíîãî òèïà íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü íà ïîäìíîæåñòâå R ïîëîæè-

òåëüíîé ëåáåãîâñêîé ìåðû.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2 ìû ïîòðåáîâàëè,

÷òîáû òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â óñëîâèè (1.23) ñîâïàäàëà ñ ìàëûì ïàðàìåò-

ðîì βn. Â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â (1.23)
ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì ε̃n.

� 2. Ïîëèíîìû Ëèòëâóäà è ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû

2.1. Ìåòîä Âàí äåð Êîðïóòà. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòîòíóþ

ôóíêöèþ f(x) ∈ C2(R) è îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ îñöèëëÿòîðíîãî èíòå-

ãðàëà ∫ x(1)

x(0)

eitf(x) dx (2.1)

Áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííûå óðàâíåíè-

åì f ′(x) = 0, òî÷êàìè ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ ôóíêöèè f(x). Íàïðèìåð, ÷à-
ñòîòíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = a+ cx2 èìååò îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x∗ = −a/(2c).
Óïîìÿíåì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìåòîäà äâå îáùèå ëåììû îá èíòåãðàëàõ

âèäà (2.1) ñ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé (ñì. [2, 11]).

Ëåììà 3. Îñöèëëÿòîðíûé èíòåãðàë ñ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòîòíîé ôóíêöè-

åé, èìåþùåé îäíó ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó â íóëå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå: ∫ 1

−1

eikx
2

dx =

√
π

k
exp

(
πi

4

)
+O

(
1

k

)
, k → ∞. (2.2)

Ëåììà 4. Äëÿ âåùåñòâåííûõ a, c ̸= 0 è b > 0∫ b

0

eit(a+cx2) dx = A0
eiat

2(|c|t)1/2
− i

2bct
ei(a+cb2)t +O

(
1

b3(ct)2

)
(2.3)

êîãäà t→ ∞, ãäå

A0 =

∫ ∞

0

u−1/2eiu sgn(c) du = e
1
4πi sgn(c)

√
π. (2.4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñöèëëÿòîðíóþ ñóììó ïî ïðîìåæóòêó íà öåëî÷èñëåííîé

îñè Z âèäà
S =

∑
a6y6b

e2πif(y), y ∈ Z, (2.5)

ãäå f ∈ C2([a, b]). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ

ñ ðîñòîì y, òàê, ÷òî |f ′(b)− f ′(a)| ≪ b− a. Ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ïðîöåäóðà íîñèò
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íàçâàíèå ìåòîäà Âàí äåð Êîðïóòà (ñì. [11], ðàçäåë 4). Ñóììà S ìîæåò áûòü

àïïðîêñèìèðîâàíà ñóììîé îïðåäåë¼ííîãî âèäà, ñâÿçàííîé ñî ìíîæåñòâîì òî-

÷åê ñòàöèîíàðíîé ôàçû [11, 37], à èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′ íåóáûâàåò íà
îòðåçêå [a, b], κ0 = f ′(a), κ1 = f ′(b), f ′′(y) > 0, òîãäà

S =
∑

κ0<k<κ1

1√
f ′′(yk)

e2πi (f(yk)−kyk+1/8) + E , (2.6)

ãäå yk � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f ′(yk) = k, è ôóíêöèþ E ìû â äàëüíåéøåì áóäåì

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîãðåøíîñòü.

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

λ2 6 f ′′(y) 6 const · λ2, |f (3)(y)| 6 λ3, λ2, λ3 > 0, (2.7)

è ïóñòü E îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2.6). Òîãäà (Âàí äåð Êîðïóò, ñì. [37]
è [11], òåîðåìà 4.9)

E = O(λ
−1/2
2 ) +O(ln(2 + (b− a)λ2)) +O((b− a)λ

1/5
2 λ

1/5
3 ). (2.8)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ (áîëåå ñèëüíóþ) îöåíêó îñöèëëÿòîð-
íûõ ñóìì òàêîãî âèäà, çàìåòèì, ÷òî, åñëè çíà÷åíèÿ κ0 è κ1 ïðîèçâîäíîé f ′ â

òî÷êàõ a è b íàõîäÿòñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, òî

îöåíêà ñòàíîâèòñÿ áîëåå òî÷íîé â ïåðâîì ñëàãàåìîì, ÷òî óñòàíîâëåíî â ðàáî-
òå Ìèíà [40] äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè f . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèé áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò Ëèó ([37], òåîðåìà 1; ìû öèòèðóåì òåîðå-

ìó Ëèó, ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå,

çàìåíÿÿ òîëüêî βk íà Bk, è (α, β) íà (κ0, κ1), ïîñêîëüêó ñèìâîë β èñïîëüçóåòñÿ

â ðàáîòå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ÷àñòîòíîé ôóíêöèè ωm,β,q(y) ).

Ëåììà 6. Ïóñòü f(y) ∈ C5([a, b]) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâîì

f ′′(y) > 0, è ïóñòü R, U è Cj, j = 1, . . . , 6 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,

òàêèå, ÷òî

C1R
−1 6 f ′′(y) 6 C2R

−1, |Br(y)| 6 CrU
2−r, U > 1, 3 6 r 6 5, (2.9)

Br(y) = f (r)(y)/f ′′(y). (2.10)

Ïóñòü òàêæå |3B4(y)− 5B2
3(y)| > C6U

−2 äëÿ ëþáîãî y ∈ [a, b]. Òîãäà∑
a6y6b

e2πif(y) =
∑

κ0<k<κ1

1√
f ′′(yk)

e2πi (f(yk)−kyk+1/8) + E , (2.11)

ãäå κ0 = f ′(a), κ1 = f ′(b), òî÷êè yk ∈ R � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f ′(yk) = k ïðè

k ∈ Z, ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü E ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

E = E1 + E2 +O

(
ln
(
2 +

b− a

R

))
+O

(
b− a+R

U

)
+

+O
(
min{

√
R,max

(
1

⟨κ0⟩
,

1

⟨κ1⟩

)
}
)
, (2.12)
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ãäå O-áîëüøèå ïîäðàçóìåâàþò àáñîëþòíóþ îöåíêó ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé

òîëüêî îò çíà÷åíèé êîíñòàíò C1, . . . , C6,

E1 = bκ0 |f ′′(a)|−1/2e2πi (f(a)−κ0a+1/8), (2.13)

E2 = bκ1 |f ′′(b)|−1/2e2πi (f(b)−κ1b+1/8), (2.14)

ãäå bα = 1/2, åñëè α ∈ Z è bα = 0 èíà÷å; à âåëè÷èíà ⟨α⟩ = κ1 − κ0, åñëè α ∈ Z
è ⟨α⟩ = ∥α∥Z, ãäå ∥α∥Z = minn∈Z |n− α|, ò.å.

⟨κ0⟩ = min
n∈Z

|n− κ0|, ⟨κ1⟩ = min
n∈Z

|n− κ1|, (2.15)

åñëè κ0 ̸∈ Z (ñîîòâåòñòâåííî, κ1 ̸∈ Z).
Çàìå÷àíèå 2. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ëåììó 6 â ñèòóàöèè, êîãäà ÷àñòîòíàÿ

ôóíêöèÿ f(y) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t, òî÷íåå f(y) = f(y, t), a = a(t), b = b(t),
ïðè÷¼ì äëÿ íàñ áóäóò âàæíû �èíòåãðàëüíûå� îöåíêè ñóìì, èíûìè ñëîâàìè,

îöåíêè ñóìì â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t (íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå

L1([t1, t2]), ãäå t ∈ [t1, t2]). Â òàêèõ îöåíêàõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ñóìì

è îøèáîê E(t) íà ìíîæåñòâàõ ìåðû íóëü â ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîé âêëàä âî âñå èíòåãðàëüíûå îöåíêè áóäóò äàâàòü ñóì-
ìû E1 è E2 è, êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðà t ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé κ0(t) è κ1(t) íå ïðèíàäëåæàò Z.

� 3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì ñâîáîäíîé

êâàíòîâîé ÷àñòèöû, îïðåäåëÿåìûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ãàìèëüòàíîì

3.1. Èäåÿ ìåòîäà. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ êâàíòîâóþ ÷àñòèöó, äâèæóùó-

þñÿ âäîëü âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì

i
d

dt
ψ = H

(
−i ∂
∂x

)
, (3.1)

ïîñòðîåííîì íà îñíîâå êëàñcè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ(p) = p2

2 , ãäå p �

èìïóëüñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ(p) ìîæíî ñâÿçàòü äåéñòâèå

Rt : R → R ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R+ = {t > 0}, à èìåííî, ðåøàÿ îò-

íîñèòåëüíî ïåðåìåííîé p óðàâíåíèå

t
∂

∂p
Ĥ(p) = k, (3.2)

ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ p = k/t äëÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà â

îáîáù¼ííîì ñìûñëå, ñâÿçàííîãî ñ âåëè÷èíîé k â ìîìåíò âðåìåíè t (íèæå ìû
ïðèìåíÿåì ýòîò ìåòîä äëÿ k ≡ 0 (mod 1) ). Îïðåäåëèì äåéñòâèå Rt ôîðìóëîé

Rt : p 7→ t−1p. (3.3)

Áóäåì òåïåðü èññëåäîâàòü äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íà êîìïàêòíîì ìíîãî-

îáðàçèè Tl = R/lZ. Òîãäà, ôàêòè÷åñêè, Rt çàäà¼ò äèíàìèêó ìíîæåñòâà ñòàöè-
îíàðíûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà ïðè èçìåíåíèè t, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ïðèáëè-

æ¼ííîì âû÷èñëåíèè ïî ìåòîäó Âàí äåð Êîðïóòà ñóììû

P(t) =
∑

p ∈ [0,l]∩ δZ

eitĤ(p), δ = l−1, (3.4)
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êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå eitĤ(p) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâóÿ íà l-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, îòîáðàæåíèå R2 ÿâëÿåò-

ñÿ äâîéñòâåííûì ê ïðåîáðàçîâàíèþ îêðóæíîñòè

Tl → Tl : p→ 2p (mod l), (3.5)

êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãèïåðáîëè÷íîñòè, ãäå Tl = R/lZ. Õàîòè÷åñêèé õà-

ðàêòåð ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé äàííîãî äåéñòâèÿ ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñóìì P(t). Èäåÿ ïîñòîðîåíèÿ ñåìåéñòâà ñóìì P(t), îá-
ëàäàþùåãî ìåäëåííîé äèíàìèêîé, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó Rt ìàëûì âîçìóùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ(p), êîòîðûé, ñ ó÷¼òîì óìíîæåíèÿ íà t, èãðàåò ðîëü ÷àñòîòíîé ôóíêöèè â
ñóììå P(t)1, òàê ÷òîáû îòíîñèòåëüíî íîâîãî ãàìèëüòîíèàíà

H̃(p) = E0 +
1

β2
eβp, (3.6)

ñîïðÿæ¼ííàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé R̃t(p) äåéñòâîâàëî
æ¼ñòêèìè ñäâèãîì ïðÿìîé R, à èìåííî, R̃t(p) = p− ln t. Âàæíûì ñâîéñòâîì

äåéñòâèÿ R̃t(p) ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ôàçàìè
ïðè èçìåíåíèè t. Çàìåòèì, ÷òî (ñð. [49])

H̃(p) = E0 +
1

β2
+
p

β
+
p2

2
+ β

p3

6
+ . . . , (3.7)

ãäå β → 0� ìàëûé ïàðàìåòð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè β → 0ôóíêöèÿ H̃(p) àïïðîê-

ñèìèðóåò ôóíêöèþ Ĥ(p) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïî p ñëàãàåìîãî. Èñïîëüçóÿ
ìåòîä Âàí äåð Êîðïóòà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàê äëÿ ôóíêöèè Ĥ(p), òàê è äëÿ
äëÿ ôóíêöèè H̃(p) ïðè t→ ∞ âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

S(t) ≈
∑

0<yk(t)<l

Lt(yk(t), t) ≈
∫
R̃tϕ · dLt, (3.8)

ãäå ϕ(p) = 1[0,l] � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (èíäèàòîð) îòðåçêà [0, l] (â îá-

ùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ ôóíêöèþ ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì), R̃tϕ(p) = ϕ(R̃t(p)), è Lt � íåêîòîðîå äèñêðåòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå (îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà), ñîñðåäîòî÷åííîå, ïîñëå

ýêñòðàãèðîâàíèÿ R̃t, íà íå çàâèñÿùåì îò t äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå ñòàöèîíàð-

íûõ èìïóëüñîâ {yk(0)}k∈Z. ×òîáû ôîðìàëèçîâàòü äàííóþ èäåþ ðàññìîòðèì

áîëåå äåòàëüíî ïðîöåäóðó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Âàí äåð Êîðïóòà ê òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîé ñóììå

P(t) =
1
√
q

q−1∑
y=0

e2πi tH̃(p), (3.9)

1Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî âîçìóùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîä-
íûõ â ãàìèëüòîíèàíå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñîîòâåòñòâåííî, ñòàðøèõ ñòåïåíåé p â
ðàçëîæåíèè ôóíêöèè H̃(p).
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îïðåäåëÿåìîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé tH̃(p), çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà t. Â ñèëó

ëåììû 6

P(t) ≈
∑

α<k<β

1√
tH̃ ′′(yk)

e2πi (tH̃(yk)−kyk+1/8) + E(t), (3.10)

ãäå E(t) � ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìû âïîñëåäñòâèèè îö�åíèì. Çäåñü yk = yk(t)

îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ tH̃ ′(yk(t)) = k. Îñîáûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
âû÷èñëåíèÿ äàííîé ñóììû ïðåäñòàâëÿåò ôàçîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ tH̃(yk)− kyk.
Íàéä¼ì êðèòåðèé âîçíèêíîâåíèÿ òîæäåñòâà

d

dt
tH̃(yk(t)) ≡ 0. (3.11)

Èìååì,
d

dt
(tH̃(yk(t))) = H̃(yk) + tH̃ ′(yk) ẏk = 0, (3.12)

êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ

0 = k̇ =
d

dt
(tH̃ ′(yk(t))) = H̃ ′(yk) + tH̃ ′′(yk) ẏk, (3.13)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

− t ẏk =
H̃(yk)

H̃ ′(yk)
=
H̃ ′(yk)

H̃ ′′(yk)
. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè t òî÷êè yk(t) ìîãóò ïðèíèìàòü

ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ t, ôóíêöèÿ H̃(y) äîëæíà óäî-

âëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

H̃ H̃ ′′ − (H̃ ′)2 = 0, (3.15)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

H̃(y) = C eβy. (3.16)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî êàê ïåðâîå, òàê è âòîðîå ñîîáðàæåíèå èç ðàññìîòðåí-

íûõ â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ãàìèëüòîíèàíó, ïðè÷¼ì ïå-

ðåñå÷åíèå êëàññîâ äà¼ò ìíîæåñòâî ôóíêöèé H̃(y), çàäàííîå óðàâíåíèåì (3.16).

Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå êîíñòàíòû E0 ê H̃(y) ïðèâîäèò âñåãî ëèøü ê

ïîÿâëåíèþ ëèíåéíîãî ôàçîâîãî ñëàãàåìîãî E0t.

3.2. Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñóììó

Sβ,q(t) =
1
√
q

q−1∑
y=0

e2πi tω(y), ω(y) = ω0 +
q

β2
eβy/q, (3.17)

ãäå q ∈ N, 0 < β < 1, β−1 ∈ N (ñì. ñíîñêó2). Äîáàâëåíèå êîíñòàíòû ê ω(y) íå

âëèÿåò íà çíà÷åíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû |Sβ,q(t)|, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äëÿ

2Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé β−1 ∈ N, ïîñêîëüêó äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê
íàèáîëåå ïðîñòûì âûêëàäêàì. Â òî æå âðåìÿ, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû î ïëîñêèõ ïî-
ëèíîìàõ Ëèòëâóäà ñ êîýôôèöèåíòàìè {0, 1} ñîõðàíÿåòñÿ ñ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî β ∈ (0, 1).
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óäîáñòâà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ω0 = 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñìûñëîì êîíñòðóêöèè

åñòåñòâåííûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ïàðàìåòðàõ t, β è q ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé

íàáîð ñîîòíîøåíèé: β ≪ t≪ β−1 ≪ q, ïðè÷¼ì ÿâëåíèå âîçíèêíîâåíèÿ ïëîñêèõ

ñóìì Sβ,q(t) íàáëþäàåòñÿ ïðè t→ ∞. Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ êîíñòðóêöèè, ïå-

ðå÷èñëèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ω(y):

(a) ω(r)(y) âîçðàñòàåò äëÿ ëþáîãî r;

(b) ω′(y) > β−1;

(c) ω′′(y) = 1
q (1 + O(β)), ãäå O-áîëüøîå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè β → 0, êîãäà

0 6 y < q.

Îáîçíà÷èì

K(t) = (K0(t),K1(t)), (3.18)

K0(t) =
t

β
, K1(t) =

t

β
eβ . (3.19)

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà K(t) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

yk(t) ∈ (0, q) ⇐⇒ k ∈ K(t), ãäå k ∈ Z, (3.20)

ãäå yk(t) � òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû, îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèÿ
∂
∂y tω(yk(t)) = k ïðè k ∈ Z.

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ñóìì Sβ,q(t) è Σβ,q(t)
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Ëåììà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β−1 ∈ N. Òîãäà ñóììà Sβ,q(t) àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ (ñì. ðèñ. 5) ñóììîé ñïåöèàëüíîãî âèäà, âçÿòîé ïî ìíîæåñòâó ñòàöè-

îíàðíûõ òî÷åê {yk(t)},

Sβ,q(t) =
∑

K0(t)<k<K1(t)

e2πi (−kyk(t))

√
t

γ(yk(t)) +
E(t)
√
q
, γ(y) = e−

1
2βy/q, (3.21)

ïðè÷¼ì ïîãðåøíîñòü E(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé îöåíêå:

∣∣∣∣E(t)√
q

∣∣∣∣ = O

(
max{t−1, ln t}

√
q

)
+O

(
1
√
q
min{

√
q

t
, νβ(t)}

)
, (3.22)

νβ(t) =
1∥∥∥ t
β

∥∥∥
Z

+
1∥∥∥ t

β e
β
∥∥∥
Z

, (3.23)

ãäå ∥x∥Z = minn∈Z |n− x|. Êðîìå òîãî, äëÿ ëáþîãî t ñóììà Sβ,q(t) óäîâëåòâî-

ðÿåò î÷åâèäíîé îöåíêå |Sβ,q(t)| 6
√
q.

Çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ìû èñïîëüçóåì ñîêðàù¼ííûå îáî-
çíà÷åíèÿ: yk = yk(t).

Çàìå÷àíèå 3. Âåëè÷èíà νβ(t), ïðåäñòàâëåííàÿ â (3.23) ÿâíî, ôàêòè÷åñêè

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèè,

νβ(t) =
1

∥K0(t)∥Z
+

1

∥K1(t)∥Z
, (3.24)

ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà îøèáêè E3(t) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìî-

ìåíò áèôóðêàöèè (ïåðåñòðîéêè) êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

{yk(t)}k∈K(t), à èìåííî, êîãäà îäíà èç òî÷åê ïîêèäàåò ïðîìåæóòîê [0, q] èëè
ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà.

Çàìå÷àíèå 4. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà íàìè áóäåò ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóà-

öèÿõ, êîãäà òðåáóåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè îòíîñèòåëüíî èíòåãðàëüíîé íîðìû,

ëèáî îöåíêà íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ëåáåãîâñêîé ìåðû, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê t. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè
E1(t) è E2(t) â îöåíêå (2.14).

Çàìå÷àíèå 5. Â áîëüøèíñòâå ôîðìóëèðîâîê óòâåðæäåíèé ïî õîäó äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì òî÷íûå îöåíêè è êîíêðåòèçèðóåì ñìûñë îöå-

íîê âèäà O(X) è o(X). Òåì íå ìåíåå, çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî O(X) áóäóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå β → 0, t→ ∞ è q → ∞ (áîëåå òîãî,

â óêàçàííîì ïîðÿäêå; ïàðàìåòð q èçìåíÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðî).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì f(y) = tω(y) è çàìåòèì, ÷òî ω′(y) = βq−1ω(y)
è f ′(y) = βq−1f(y). Ïðèìåíÿÿ îñíîâíóþ ëåììó 6 äëÿ a = 0, b = q, èìååì

Sβ,q(t) =
∑

K0(t)<k<K1(t)

e2πi (f(yk)−kyk)√
q |f ′′(yk)|

+ q−1/2E(t) =

=
∑

K0(t)<k<K1(t)

e2πi (f(yk)−kyk)

√
t

γ(yk) + q−1/2E(t) =

=
∑

K0(t)<k<K1(t)

e2πi (−kyk)

√
t

γ(yk) + q−1/2E(t), (3.25)

ãäå f(yk) = β−1qf ′(yk) = β−1qk ∈ Z, ïîñêîëüêó β−1 ∈ Z. Äàëåå,

q |f ′′(yk)| = q
t

q
eβy/q = tγ−2(yk), (3.26)

ãäå

γ(y) = e−
1
2βy/q, eβy/q = 1 +O(β), (3.27)

è ïîãðåøíîñòü E(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 6)

E(t) = E1(t) + E2(t)+
+O(ln(2 + (b− a)R−1)) +O((b− a+R)U−1)+

+O(min{
√
R,max

(
1

⟨K0(t)⟩
,

1

⟨K1(t)⟩

)
}), (3.28)

ãäå a = 0, b = q, è çíà÷åíèÿ R è U âû÷èñëÿþòñÿ íèæå:

b− a = q, K1(t)−K0(t) = t(1 +O(β)) ∼ t, (3.29)

t

q
6 f ′′(y) 6 t

q
(1 +O(β)), (3.30)

R =
q

t
, (3.31)

f (2+j)(y) =
βj

qj
f ′′(y), B2+j =

(
β

q

)j

, j = 1, 2, 3, (3.32)

U =
q

β
> 1, (3.33)

|3B4 − 5B2
3 | =

∣∣∣∣∣3β2

q2
− 5

(
β

q

)2
∣∣∣∣∣ = 2

β2

q2
= 2U−2. (3.34)

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé ïóíêò ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíñòàíòû
C1, . . . , C6 ëåììû 6 îäèíàêîâû, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ëåììû, îíè

íå çàâèñÿò îò β è q. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, ïîëó÷àåì

E(t) = E1(t) + E2(t) +O(ln(2 + t)) +O

(
(q + t−1q)

β

q

)
+ E3(t) =

= E1(t) + E2(t) +O(max{t−1, ln(t)}) + E3(t), (3.35)
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ãäå

E3(t) = O(min{
√
q

t
,max

(
1

⟨K0(t)⟩
,

1

⟨K1(t)⟩

)
}). (3.36)

Ñëàãàåìûå E1(t) è E2(t) èìåþò ñ÷¼òíûé íîñèòåëü è èãíîðèðóþòñÿ. Äëÿ òîãî

÷òîáû âû÷èñëèòü E3(t) ðàññìîòðèì çàâèñÿùåå îò t äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî

Λ(t) = {yk(t)}k∈Z, k>0 , yk(t) =
q

β
ln
βk

t
. (3.37)

Ìíîæåñòâî Λ(t) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âäîëü ïðÿ-

ìîé, êîãäà t ïðîáåãàåò R+. Âåëè÷èíà E3(t) = O(
√
q/t) ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà-

÷åíèÿ, êàê òîëüêî êàêàÿ-ëèáî òî÷êà ìíîæåñòâà Λ(t) ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå

îáëàñòè [0, q] (îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ ïî y). Â òî æå âðåìÿ äëÿ òèïè÷íîãî çíà-

÷åíèÿ t âûïîëíåííî: E3(t) = O(1/
√
t). Ïåðåõîäÿ ê ôîðìàëüíûì âûêëàäêàì,

âû÷èñëèì ÿâíî ⟨K0(t)⟩ è ⟨K1(t)⟩:

Ðèñ. 4. Îöåíêà äëÿ E3(t)

⟨K0(t)⟩ = O(∥f ′(0)∥Z) = O

(∥∥∥∥ tβ
∥∥∥∥
Z

)
, ∥x∥Z = min

n∈Z
|n− x|. (3.38)

Àíàëîãè÷íî

⟨K1(t)⟩ = O

(∥∥∥∥ tβ eβ
∥∥∥∥
Z

)
. (3.39)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè â ôîðìóëå äëÿ

ñóììû Sβ,q(t)∣∣∣∣E(t)√
q

∣∣∣∣ = O

(
max{t−1, ln t}

√
q

)
+O

(
1
√
q
min{

√
q

t
, νβ(t)}

)
(mod 0). (3.40)

Ëåììà 8. Ðàññìîòðèì ñóììó Sβ,q(t) êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé t, êîòîðàÿ
èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îòðåçêà [t1, t2] ⊂ (0,+∞), îòäåë¼ííîãî îò íóëÿ, äëÿ

çàôèêñèðîâàííûõ β è q, ãäå β−1 ∈ N. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ

t1 > 1, t2 − t1 > β, t2 6 q, è β−1 6 q. (3.41)

Òîãäà

∥q−1/2E(t)|[t1,t2]∥∞ = O

(
max{1, ln t2}√

q

)
+O

(
1√
t1

)
, (3.42)

∥q−1/2E(t)|[t1,t2]∥1 . (t2 − t1)
ln q
√
q
. (3.43)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó t > β∫ t2

t1

|E(t)| dt . t2 − t1
β

·
∫ β

0

min{
√
q

t
,
β

τ
} dτ . (t2 − t1) ln q, (3.44)

ñëåäîâàòåëüíî,∫ t2

t1

∣∣∣∣E(t)√
q

∣∣∣∣ dt . (t2 − t1) ln t2 + (t2 − t1) ln q√
q

. (t2 − t1)
ln q
√
q
. (3.45)

Òåïåðü ìû ïðèìåíèì ìåòîä Âàí äåð Êîðïóòà â ôîðìå ïðèâåä¼ííûõ âûøå

ëåìì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî |Sβ,q(t)| ≈ 1 äëÿ áîëüøèíñòâà t (îòíîñèòåëü-
íî ìåðû Ëåáåãà íà R), êîãäà β → 0, t→ ∞, q → ∞.

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 8. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùàÿ óïðîùåííàÿ îöåíêà:

Sβ,q(t) =
1√
t

∑
K0(t)<k<K1(t)

e2πi (−kyk) +O(β
√
t) +

E(t)
√
q
, (3.46)

ãäå E(t)√
q îöåíèâàåòñÿ, êàê â ëåììàõ 7 è 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû 8 è ïðîñòîãî íà-

áëþäåíèÿ î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà ïî èíäåêñó k ñîäåðæèò íå áîëåå,

÷åì K1(t)−K0(t) ∼ t ñëàãàåìûõ, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî γ(y) ÿâëÿåòñÿ β-áëèçêèì 1
äëÿ y ∈ [0, q], γ(y) = e−

1
2βy/q = 1 +O(β).

Â ýòîé òî÷êå ðàññóæäåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ñóììå ïî èíäåêñó k, àïðîêñèìè-

ðóþùåé èñõîäíóþ ñóììó Sβ,q(t), ìû îáíàðóæèâàåì ðåäóöèðîâàííóþ (ñîäåð-

æàùóþ ìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ) ñóììó àíàëîãè÷íîãî âèäà, ê êîòîðîé ñíîâà

ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Âàí äåð Êîðïóòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà âòîðàÿ èòå-

ðàöèÿ ìåòîäà Âàí äåð Êîðïóòà ïðèâîäèò ê ñóììå èç îäíîãî ñëàãàåìîãî (ïî

ìîäóëþ ðàâíîãî 1) è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

èñõîäíàÿ ñóììà Sβ,q(t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïëîñêîé. Âû÷èñëèì íîâóþ ÷àñòîòíóþ

ôóíêöèþ ηβ,q(k),
ηβ,q(k) = −kyk, (3.47)

ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ñòàöèîíàðíîé ôàçû

yk = yk(t), ïîðîæä¼ííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé tω(y):

− kyk = −qk
β

ln
βk

t
= xβ,q(t)k − q · Ωβ(k)

def
= ηβ,q(k), (3.48)

ãäå

xβ,q(t) =
q

β
ln
t

β
(3.49)

è

Ωβ(k) =
1

β
k ln k. (3.50)

Îäíà èç èäåé, ïðèâîäÿùèõ ê ðàññìîòðåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ãàìèëüòîíè-

àíà, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîòðåáîâàòü ñîõðàíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòàöèî-

íàðíûìè ôàçàìè, yk1(t)− yk2(t) = const äëÿ ëþáûõ çàôèêñèðîâàííûõ k1 è k2.
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Âîçìóùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ãàìèëüòîíèàí, ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòèíóàëüíîå
ñåìåéñòâî ñóìì, ÿâëÿþùèõñÿ ïëîñêèìè è îáëàäàþùèõ äðóãèìè ñïåöèàëüíûìè

ñâîéñòâàìè. Â òî æå âðåìÿ, óäèâèòåëüíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ

íàõîæäåíèÿ ïëîñêèõ ñóìì äîïîëíèòåëüíûõ ìîäèôèêàöèé èñõîäíîé êîíñòðóê-

öèè íå òðåáóåòñÿ. Ðàññìîòðåííîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñ ýêñïî-

íåíöèàëüíûìè ÷àñòîòíûìè ôóíêöèÿìè óæå ñîäåðæèò ïëîñêèå ñóììû, ïðàâäà,

òàêèå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ â äàííîì ñåìåéñòâå êðàéíå ðåäêèìè, î ÷¼ì áûäåò ïî-

äðîáíî ñêàçàíî íèæå. Âàæíûì ýôôåêòîì îò ïðèìåíåíèÿ ñóìì, âêëþ÷àþùèõ

ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûå ÷àñòîòíûå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîñòðîåí-

íûå íà èõ îñíîâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû êîíñòðóèðóþòñÿ ÿâíî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ëåììà 10. Ïóñòü K � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Z. Äëÿ ëáþîãî ε > 0 ñó-

ùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé q = qj → ∞, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ K

qj · Ωβ(k) = −Ωβ(k) +O(ε) (mod 1). (3.51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïóàíêàðå î

âîçâðàùåíèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà íà òîðå
∏

k∈K T, çàäàííîãî âåêòîðîì

Ωβ(k).

Ñëåäñòâèå 11. Êîãäà t èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà,

îòäåë¼ííîãî îò íóëÿ, t ∈ [t1, t2], èíäåêñ k ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé (K0(t1),K1(t2)) ∩ Z. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ

ëåììó ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, îïðåäåëÿåìîé ñäâèãîì íà âåêòîð Ωβ(k),
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êîíå÷íîìåðíûé òîð

T{K0(t),...,K1(t)}.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ÷àñòîòíîé ôóíêöèè Ωβ(k)

Ëåììà 12. Ðåäóöèðîâàííàÿ îñöèëëÿòîðíàÿ ñóììà

Σβ,q(t) =
1√
t

∑
K0(t)<k<K1(t)

e2πi ηβ,q , ηβ,q(k) = −kyk, (3.52)

îïðåäåë¼ííàÿ ÷àñòîòíîé ôóíêöèåé ηβ,q(k), àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé ñ ÷à-

ñòîòíîé ôóíêöèåé Ωβ(k), à èìåííî, åñëè

q · Ωβ(k) = −Ωβ(k) +O(δ) (mod 1) (3.53)
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òî∣∣∣∣∣∣ 1√t
∑

K0(t)<k<K1(t)

e2πi ηβ,q(k) − 1√
t

∑
K0(t)<k<K1(t)

e2πi (xβ,q(t) k+Ωβ(k))

∣∣∣∣∣∣ = O(δ
√
t).

(3.54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ηβ,q(k) = xβ,q(t)k − qΩβ(k), ëåììà ñëåäóåò

èç íàáëþäåíèÿ î òîì, ÷òî êàæäàÿ èç ñóìì ñîäåðæèò íå áîëåå K1(t)−K0(t) ∼ t

ñëàãàåìûõ. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèé q, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.53),

ñëåäóåò èç ëåììû 10 (â íàñòîÿùåé ëåììå ìû ôîðìóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå q
êàê óñëîâèå).

Òàêèì îáðàçîì, ñåé÷àñ ìû ìîæåì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ñóìì, ïîñòðîåííûõ
íà îñíîâå ÷àñòîòíîé ôóíêöèè Ωβ(k) ñ äîïîëíèòåëüíûì ëèíåéíûì ñëàãàåìûì

xk

Φt,x,β =
1√
t

∑
K0(t)<k<K1(t)

exp(2πi (xk +Ωβ(k))). (3.55)

Çàìå÷àíèå 6. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Âàí äåð Êîðïóòà, ìû ñíîâà íà÷èíàåì èí-

òåðïðåòèðîâàòü ñèìâîë k êàê âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ íå òîëüêî öåëûå, íî è

âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èíûìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòîòíóþ ôóíê-

öèþ êàê îãðàíè÷åíèå íà ðåø¼òêó Z ôóíêöèè, îïðåëåë¼ííîé íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé R.

Çàìå÷àíèå 7. Êëþ÷åâîå ÿâëåíèå, ïîçâîëÿþùåå îáíàðóæèòü ïëîñêèå ñóì-

ìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êîãäà k ïðîáåãàåò èíòåð-
âàë (K0(t),K1(t)),

k ∈ (K0(t),K1(t)) =

(
t

β
,
t

β
eβ
)

(3.56)

ïðîèçâîäíàÿ Ωβ(k) =
1
β (1 + ln k) âîçðàñòàåò ðîâíî íà åäèíèöó :

Ω′
β(K1(t))− Ω′

β(K0(t)) =
1

β
ln
t

β
− 1

β
ln

(
t

β
eβ
)

= 1, (3.57)

ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâåò (ïî÷òè íàâåðíîå) ðîâíî îäíà ñòàöèîíàðíàÿ ôàçà

k∗ ∈ (K0(t),K1(t)) (çàìåòèì, ÷òî çäåñü k
∗ ∈ R; ìû ñîõðàíèëè áóêâó k äëÿ óäîá-

ñòâà âîñïðèÿòèÿ âûêëàäîê). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ â ðåäóöè-

ðîâàííîé ñóììå íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t. Çàâèñèìîñòü îò t âûðàæàåòñÿ
â òîì, ÷òî ñ èçìåíåíèåì t äâèæóòñÿ ãðàíèöû èíòåðâàëà ñóììèðîâàíèÿ K0(t)

è K1(t).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ÷àñòîòíîé ôóíêöèè â ñóììå Φt,x,β :

∂

∂k

(
xk +Ωβ(k)

)
= x+Ω′

β(k). (3.58)

Ëåììà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

t > 1, 0 < β < 1, β−1 ∈ N, (3.59)
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è ïóñòü (k∗, ℓ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x+Ω′
β(k

∗) = ℓ, ãäå ℓ ∈ Z, k ∈ (K0(t),K1(t)). (3.60)

Çäåñü ℓ � îïðåäåë¼ííîå îäíîçíà÷íî (äëÿ ïî÷òè âñåõ t) öåëîå çíà÷åíèå ïðîèû-
âîäíîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàåìîå â íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé òî÷êå

k∗ ∈ (K0(t),K1(t)). Òîãäà

Φt,x,β = e2πi (xk
∗+Ωβ(k

∗)−ℓk∗) + t−1/2EΦ(t, x, β), (3.61)

t−1/2EΦ(t, x, β) = O(β) +
1√
t
O

(
min{

√
t,

1

∥ 1
β ln t

β + x∥Z
}

)
. (3.62)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 6 ê ÷àñòîòíîé ôóíêöèè xk +Ωβ(k),

(xk +Ωβ(k))
′
k = x+

1

β
(1 + ln k), (xk +Ωβ(k))

′′
k =

1

βk
. (3.63)

Çàìåòèì, ÷òî k ∼ t/β, ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì ïîëîæèòü

R−1 =
1

β t
β

, è R = t. (3.64)

Äàëåå, âû÷èñëèì

B3(k) = −1

k
, B4(k) =

2

k2
, B5(k) = − 6

k3
, (3.65)

U =
t

β
∼ k > 1, |3B4 − 5B2

3 | =
1

k2
6 U−2, (3.66)

òàê êàê k > K0(t) = t/β = U . Äàëåå, íàïîìíèì, ÷òî Ω′
β(K1(t))− Ω′

β(K0(t)) = 1.

Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñóììû Φt,x,β :

Φt,x,β =
1√

t |Ω′′
β(k

∗)|
e2πi (xk

∗+Ωβ(k
∗)−ℓk∗) + t−1/2EΦ(t, x, β), (3.67)

ãäå (k∗, ℓ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x+Ω′
β(k

∗) = ℓ, ãäå ℓ ∈ Z è

k∗ ∈ (K0(t),K1(t)). Î÷åâèäíî, êîýôôèöèåíò ïðè ýêñïîíåíòå â ïðàâîé ÷àñòè

áëèçîê ê 1 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,

1√
t |Ω′′

β(k
∗)|

=

(
t

1

βk∗

)−1/2

=

(
t

1

β · β−1t(1 +O(β))

)−1/2

= 1 +O(β), (3.68)

è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ïîãðåøíîñòè E0

E0(t, x) = E1 + E2 +O(1) + E3, E3 = O(min{
√
t, ν̃}), (3.69)

ãäå

ν̃ =
1

∥(xk +Ωβ(k))′|k=K0(t)∥Z
=

1

∥x+ 1
β ln t

β ∥Z
. (3.70)

Íàêîíåö,

t−1/2EΦ(t, x) = O(β) +
1√
t
O

(
min{

√
t,

1

∥x+ 1
β ln t

β ∥Z
}

)
. (3.71)
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Òåïåðü, ÷òîáû îáúåäèíèòü äâà øàãà ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå-

íèÿ ìåòîäà Âàí äåð Êîðïóòà, ñîñòîÿùèõ â ïåðåõîäå îò ñóììû Sβ,q(t) ê ñóììå

Φt,x,β è â ïîñëåäóþùåì ïðèìåíåíèè ëåììû 13, äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïîãðåø-

íîñòü, ñâÿçàííóþ â êðàåâûì ýôôåêòîì ïðîõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ôàçû ÷åðåç

ãðàíèöó îáëàñòè, è îïðåäåëÿåìóþ ôàçîâûì ñëàãàåìûì xβ,q(t) +
1
β ln t

β .

Ëåììà 14. Âûðàæåíèå x+ 1
β ln t

β â ôîðìóëå (3.71) ïðè x = xβ,q(t) ïðèíè-
ìàåò ñëåäóþùèé âèä:

vβ,q(t) = xβ,q(t) +
1

β
ln
t

β
= (q + 1)

1

β
ln
t

β
. (3.72)

Ëåììà 15. Ôàçîâàÿ êîìïîíåíòà Aβ,q(t) = xk∗ +Ωβ(k
∗)− ℓk∗ â ïîêàçàòåëå

ýêñïîíåíòû â (3.61) ïðè x = xβ,q(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A(t) = Ωβ(k
∗) + xβ,q(t)k

∗ − ℓk∗ = − 1

β
k∗(t). (3.73)

Ìû ïîä÷åðêíóëè çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ k∗ îò ïàðàìåòðà t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ xβ,q(t) + Ω′
β(k

∗) = ℓ, à çíà÷èò,

xβ,q(t) + Ω′
β(k

∗) = xβ,q(t) +
1

β
(ln k∗ + 1) = ℓ, (3.74)

èëè, â äðóãîé ôîðìå,
1

β
ln k∗ = ℓ− xβ,q(t)−

1

β
, (3.75)

èìååì,

xβ,q(t)k
∗ +Ωβ(k

∗)− ℓk∗ = xβ,q(t)k
∗ + k∗ · 1

β
ln k∗ − ℓk∗ =

= xβ,q(t)k
∗ + k∗

(
ℓ− xβ,q(t)−

1

β

)
− ℓk∗ = − 1

β
k∗(t). (3.76)

Ëåììà 16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 7 è 13. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò q = qj → ∞, òàêîå, ÷òî äëÿ t > 1

Sβ,q(t) = e2πiA(t) + Ẽ(t) (3.77)

ïðè÷¼ì ïîãðåøíîñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê t îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

Ẽ(t) = O(δ
√
t) +O(β

√
t) +O

(
max{1, ln t}

√
q

)
+O

(
1
√
q
min{

√
q

t
, νβ(t)}

)
+

+
1√
t
O

(
min{

√
t,

1

∥(q + 1) 1β ln t
β ∥Z

}

)
. (3.78)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáúåäèíÿÿ ëåììû 7, 12 è 13, ñîñòàâèì îöåíêó äëÿ ïî-

ãðåøíîñòè, ñêëàäûâàÿ îöåíêè òð¼õ ëåìì. Êðîìå òîãî, îöåíèâàÿ ïîãðåøíîñòü,

ñâÿçàííóþ ñ êðàåâûì ýôôåêòîì ïðîõîæäåíèÿ òî÷êîé ñòàöèîíàðíîé ôàçû k∗(t)
ãðàíèöû îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ (íà âòîðîì øàãå), ïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ

x+ 1
β ln t

β , ïîëó÷åííûì â ëåììå 14.
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Ëåììà 17. Â óñëîâèÿõ ëåìì 8, 9 16, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t ∈ [t1, t2] è t2 − t1 > 1

q + 1
βt2. (3.79)

Òîãäà∥∥∥∣∣Sβ,q(t)|[t1,t2]
∣∣− 1

∥∥∥
1
= O

(
(t2 − t1)

√
t2 max{δ, β}

)
+

+O

(
(t2 − t1)

ln q
√
q

)
+O

(
(t2 − t1)

ln t2√
t1

)
. (3.80)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó, ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî îöå-

íèòü âëèÿíèå íà ðåçóëüòèðóþùóþ îöåíêó òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â îöåíêå ëåì-

ìû 16. Èìååì∫ t2

t1

1√
t
min{

√
t,

1

∥(q + 1) 1β ln t
β ∥Z

} dt . (t2 − t1)
ln t2
t1

. (3.81)

Ëåììà 18. Åñëè ïàðàìåòðû t1, t2, β, q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

t1 > 1, t2 − t1 > β, t2 6 1

β
6 q

ln q
, (3.82)

òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qj → ∞, òàêàÿ, ÷òî∥∥∥∣∣Sβ,qj (t)|[t1,t2]
∣∣2 − 1

∥∥∥
1
.
∥∥∥∣∣Sβ,qj (t)|[t1,t2]

∣∣− 1
∥∥∥
1
= O

(
(t2 − t1)

ln t2√
t1

)
, (3.83)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû îöåíêè â ëåì-

ìå 17 ìàæîðèðóþòñÿ îáùåé îöåíêîé O
(
(t2 − t1) t

−1/2
1 ln t2

)
. Ïåðâîå èç öåïî÷êè

íåðàâåíñîâ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî Ẽ(t) = O(1).

3.3. Èññëåäîâàíèå ôàçîâîé êîìïîíåíòû A(t). Ñåé÷àñ ìû âû÷èñëèì

ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò t ôàçîâîé êîìïîíåíòû A(t), âîçíèêàþùåé ïðè âû÷èñëå-

íèè ñóìì Σβ,q(t) (ñì. ëåììó 15). Èìååì

A(t) = Ωβ(k
∗) + xβ,q(t)k

∗ − ℓk∗ = − 1

β
k∗(t). (3.84)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî k∗(t) ïðè ëþáîì t ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó

(K0(t),K1(t)), à â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû ýòîãî ïðîìåæóòêà ïðåòåðïå-

âàåò ñêà÷îê, ìãíîâåííî ïåðåìåùàÿñü íà ïðîòèâîïîëîæíûé êðàé ïðîìåæóòêà,

èññëåäîâàíèå ôóíêöèè k∗ : R+ → R+ ïðàâèëüíåå çàìåíèòü èçó÷åíèåì îòîáðà-

æåíèÿ

k̃∗ : R+ → R+/e
βZ, eβZ = {eβj : j ∈ Z}, (3.85)

êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ

íîâîé ôóíêöèè k∗(t) ñ òî÷íîñòü äî ñîêðàùåíèÿ íà ìíîæèòåëü eβ , èíûìè ñëî-

âàìè, ôóíêöèÿ k̃∗ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ôàêòîð-ãðóïïå ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû R+ ïî (ìóëüòèïëèêàòèâíîé) ðåø¼òêå, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì eβ . Ïðè
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ýòîì k̃∗(t) = k̃∗(t), åñëè ïîíèìàòü äàííîå ðàâåíñòâî êàê ñîâïàäåíèå ãðàôèêîâ

äàííûõ ôóíêöèé â êîíóñå

G =

{
(t, k) ∈ R2

+ :
1

β
· t < k <

1

β
eβ · t

}
. (3.86)

Òîãäà ôàçîâûé ìíîæèòåëü A(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

A(t) =
1

β
k̃∗(t) · e−1+βℓ(t), (3.87)

ãäå ôóíêöèÿ ℓ(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé è èìååò ñêà÷êè â òî÷êàõ áè-

ôóðêàöèè, à â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè k∗(t) áåð¼òñÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

k̃∗(t) = e−βxβ,q(t) = e−q ln t/β = t−q · βq, (3.88)

çíà÷èò,

A(t) = t−q · e−1+βℓ(t) βq−1 = t−q · γ(t), (3.89)

ãäå γ(t) � êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ñêà÷êè â ìîìåíòû áèôóð-

êàöèè òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

3.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå îáùèõ

ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 19. Ðàññìîòðèì ñóììó

Sm,β,q(τ) =
1
√
q

q−1∑
y=0

e2πi τω(y), (3.90)

ãäå

ω(y,m) = m
q

β2
eβy/q. (3.91)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû t1 = mτ1, t2 = mτ2, à òàêæå β è q óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 18, à èìåííî,

mτ1 > 1, m(τ2 − τ1) > β, mτ2 6 1

β
6 q

ln q
. (3.92)

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qj → ∞ âûïîëíåíî:∥∥∥∣∣Sβ,qj (t)|[τ1,τ2]
∣∣2 − 1

∥∥∥
1
= O

(
(τ2 − τ1)

ln(mτ2)√
mτ1

)
. (3.93)

Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó â ñèòóàöèè, êîãäà τ1 è τ2 çàôèêñèðîâàíû è, â òî æå

âðåìÿ, m äîñòàòî÷íî âåëèêî, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü 0 < τ1 < τ2 and given δ > 0. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò m0 > τ−1
1 è β0(m0) > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m > m0 è äëÿ ëþáîãî

β < β0(m0), β−1 ∈ N, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qj →
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∞, ïîðîæäàþùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå

ýêñïîíåíöèàëüíî-ëåñòíè÷íîé ÷àñòîòíîé ôóíêöèèè

ωm,β,qj (y) = m
qj
β2
eβy/qj , (3.94)

ÿâëÿþùèåñÿ δ-ïëîñêèìè â L1([τ1, τ2]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 19

íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

β 6 τ2 − τ1
τ1

è m ∈ [τ−1
1 , β−1τ−1

2 ]. (3.95)

Òàêèì îáðàçîì, ñíà÷àëà ìû âûáèðàåì m0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > m0

îöåíêà â (3.93) ìåíüøå, ÷åì δ. Äàëåå, ìû âûáèðàåì β0(m) íàñòîëüêî ìàëîå,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå m 6 β−1τ−1
2 , à òàêæå äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå

β 6 τ2−τ1
τ1

. Òàêèì îáðàçîì, ñåé÷àñ íàøà ëåììà ñëåäóåò èç ëåììû 19.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Ì.Ñò¼ïèíó, Ì.Ëåìàí÷èêó, Æ-Ï.Òóâåíî,

Á.Ôàéàäó, Ñ.Â.Êîíÿãèíó, Á.Ñ.Êàøèíó è Â.Â. Ðûæèêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáî-

òå è ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ðåöåíçåíòó çà ñåðèþ ïîëåç-
íûõ çàìå÷àíèé, êîòîðûå ïîçâîëèëè óëó÷øèòü òåêñò ñòàòüè.
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