
Ïðîãðàììà êóðñà ÎÄÓ-2012/13: ïåðâûé ïîòîê

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = v(t, x), x ∈ R.
Ñâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê èíòåãðàëüíîìó.

2. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà ẋ = v(t, x), x ∈ R.
Ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, äëÿ êîòîðîãî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

3. Ñâåäåíèå íîðìàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî
ïîðÿäêà êàê ñëåäñòâèÿ àíàëîãè÷íûõ òåîðåì äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

4. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè
ðåøåíèé äî ãðàíèöû êîìïàêòà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ íîðìàëüíîé ñè-
ñòåìû ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé
äî ãðàíèöû êîìïàêòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ. (Âñ¼ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.)

5. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé,
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà.

6. Íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n îáðàçóþò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî
è ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà.

7. Òåîðèÿ Øòóðìà: òåîðåìà î ïåðåìåæàåìîñòè è òåîðåìà ñðàâíåíèÿ.

8. Êëàññèôèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè (í/ó
óçåë, í/ó âûðîæäåííûé óçåë, í/ó äèêðèòè÷åñêèé óçåë, ñåäëî, í/ó ôîêóñ, öåíòð).

9. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû
ñ äèàãîíàëèçèðóåìîé ìàòðèöåé ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

10. Îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíòû ìàòðèöû. Ýêñïîíåíòà ñóììû êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö. Ôîðìóëà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó.

11. Ýêñïîíåíòà æîðäàíîâîé êëåòêè. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ è îâåùåñòâëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è åãî ìàòðèöû. Ýêñïîíåíòà äèàãîíàëèçèðóåìîé ìàòðèöû ñ êîì-
ïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

12. Ôàçîâûé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ãðóïïîâîå ñâîéñòâî.



13. Ëåììà Ãðîíóîëëà îá îöåíêå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé èíòåãðàëüíîìó íåðàâåíñòâó. Ôîð-
ìóëèðîâêà òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé è ïàðàìåòðîâ. Å¼ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò îäíîãî ïàðàìåò-
ðà.

14. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìà î äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè (îäèí ðàç) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (÷àñòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ). Å¼ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ëåììà Àäàìàðà.

15. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü (îäèí ðàç) ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðó (ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ). Ñâåäåíèå ê
òåîðåìå î çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

16. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìà î ìíîãîêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïî íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì. Å¼ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìíîãîêðàòíàÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïî ïàðàìåòðó êàê å¼ ñëåäñòâèå.

17. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî âðå-
ìåíè. Å¼ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëÿ íà ïðÿìîé. Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â
îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè.

18. Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü âåê-
òîðíîãî ïîëÿ. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîé ñèñòåìû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â îêðåñòíîñòè
íåîñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè. Ïðèìåðû íàðóøåíèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè â îêðåñòíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè.

19. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà. Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ëèíåéíîìó
ïðèáëèæåíèþ. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ óçëà, âûðîæäåííîãî óçëà è ôîêóñà. Óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèé ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

20. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè. Ìóëüòèïëè-
êàòîðû. Ñâÿçü ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñ óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé.

21. Ïðåäåëüíûå öèêëû. Óñòîé÷èâûå, íåóñòîé÷èâûå è ïîëóóñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû íà
ïëîñêîñòè. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ñâÿçü óñòîé÷èâîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ñ ïðîèçâîäíîé
îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ïëîñêîñòè
÷åðåç äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

22. Òåîðåìà î ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ îáú¼ìà îáëàñòè ïðè äåéñòâèè ôàçîâîãî ïîòîêà. Òåîðåìà Äþ-
ëàêà îá îòñóòñòâèè öèêëîâ.

23. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáìîòêè òîðà, ðàöèîíàëüíî-íåçàâèñèìûé
ñëó÷àé. Òåîðåìà Áèðêãîôà�Õèí÷èíà.



Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êàê ïîëå íàïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè. Ðèñóíêè èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ èññëåäîâàíèåì åäèíñòâåííîñòè.

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé è ñèììåòðè÷íîé ôîðìå ñëåäóþùèõ òè-
ïîâ: ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, îäíîðîäíûå, êâàçèîäíî-
ðîäíûå, ëèíåéíûå.

3. Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáûå ðåøåíèÿ.

4. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

5. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì 2 × 2 è 3 × 3 ñ âåùåñòâåííûìè è
êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû ìàòðèöû. Ôàçîâûå ïîðò-
ðåòû íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè.

6. Ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 2×2 ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è êâàçèìíî-
ãî÷ëåíàìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 2× 2 ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

7. Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïî ïàðàìåòðó è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ ñèñòåì è óðàâíåíèé. Ìåòîä
ìàëîãî ïàðàìåòðà.

8. Ôàçîâûå ïîòîêè. Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè (ÿâíûé âèä äèôôåîìîðôèç-
ìà, îáðàòíîãî ê âûïðÿìëÿþùåìó).

9. Ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Çàäà÷à Êîøè è íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê.

10. Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê íà óñòîé÷èâîñòü ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Îïðåäåëåíèå èõ
òèïà. (Íå çàáûâàòü ïðî èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé öåíòðà!)

11. Ôàçîâûå ïîðòðåòû óðàâíåíèÿ Íüþòîíà. Ôàçîâûå ïîðòðåòû àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè
ñ èññëåäîâàíèåì îñîáûõ òî÷åê.

12. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Èññëåäîâàíèå öèêëà
íà óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.

13. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé (îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ) ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû÷èñëåíèå îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè äëÿ: 1) ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè; 2) ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè: 1) ðåøåíèé (îäíîðîäíîãî èëè
íåîäíîðîäíîãî) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè; 2) ðåøåíèé ëèíåé-
íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.



Âîïðîñû è çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè

1. Äîêàçàòü, ÷òî det eA = etrA.

2. Äîêàçàòü, ÷òî det RA = | detA|2 ãäå RA � îâåùåñòâëåíèå êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A.

3. Íàéòè îáðàç êâàäðàòà |x|+ |y| 6 1 ïðè äåéñòâèè ôàçîâîãî ïîòîêà gt âåêòîðíîãî ïîëÿ{
ẋ = 2x− y
ẏ = 2x

çà âðåìÿ t = π/4.

4. Âû÷èñëèòü ýêñïîíåíòó ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, ñîñòîÿùåé èç îäíèõ åäèíèö.

5. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû, ïðåäñòàâèâ å¼ êàê îâåùåñòâëåíèå ñèñòåìû
èç äâóõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé (z = x+ iy, w = u+ iv).

ẋ = 2y + u
ẏ = −2x+ v
u̇ = x
v̇ = y

6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ expX = −E îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî îïåðàòîðà X : R2 → R2.
Äîêàçàòü, ÷òî â íå÷¼òíîìåðíîì Rn ýòî óðàâíåíèå íåðàçðåøèìî.

7. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû{
ẋ = x+ y − 1
ẏ = µ2x+ y + µ

íåîãðàíè÷åíû íà R? Ïðè ýòîì µ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû.

8. Íàéòè ôàçîâûé ïîòîê ñèñòåìû ẋ = Ax, ãäå

A =

 0 −1 −2
1 0 −2
2 2 0

 .

Äëÿ êàêèõ íåíóëåâûõ a âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ẋ = Ax+ a sin 3t ïåðèîäè÷åñêèå?

9. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà íà ïðÿìîé è ïðîâåðèòü ãðóïïîâîå ñâîéñòâî:

à) ẋ = 2x;

á) ẋ = x ln |x|;
â) ẋ = sinx;

ã) ẋ = x2.



10. Íàéòè

d

ds
exp(A+ sB)

∣∣∣
s=0

, A =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , B =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

11. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẋ =
√

x2 + 1 +
t2 − 1

t2 + 1

îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Ãðîíóîëëà.)

12. Íàéòè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâûõ ïîëîæåíèé
ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì:{

ẋ = −x− y + xy
ẏ = 2x− 3y + x2 − y2

,

{
ẋ = x/3− 2y/3 + xy2

ẏ = 2x/3− y + x2y
.

13. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèå ñèñòåìû{
ẋ = x− y + y2

ẏ = 2x− y + x3

è îïðåäåëèòü åãî òèï. ßâëÿåòñÿ ëè îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì?

14. Íàðèñîâàòü ôàçîâûå êðèâûå ïðîñòåéøåé ìîäåëè õèùíèê�æåðòâà (x � êàðàñè, y � ùóêè)
ïðè x > 0, y > 0: {

ẋ = x− xy
ẏ = −y + xy

. (1)

15. Ïðè êàêèõ µ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẋ = (cos2 t+ a)x+ cos3 t

a) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû;

á) óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè;

â) íåóñòîé÷èâû?

Ïðè êàêèõ µ ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå?

16. Ïðè êàêèõ µ ðåøåíèÿ ñèñòåìû {
ẋ = 2µx+ y + ecos 2t

ẏ = x+ ln (1 + sin2 t)

a) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû;

á) óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè;

â) íåóñòîé÷èâû?

Ïðè êàêèõ µ ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå?



17. Ïðè êàêèõ µ âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+ µx = cos2 t íåîãðàíè÷åíû ïðè t > 0? ßâëÿþòñÿ ëè
îíè

a) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè;

á) óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè;

â) íåóñòîé÷èâûìè?

18. Íàéòè ìóëüòèïëèêàòîðû ñèñòåìû:
ẋ = A(t)x,

ãäå

A(t) =

{
A1, åñëè {t} < 1/2
A2, åñëè {t} > 1/2

,

A1 =

(
−1 3
0 −1

)
, A2 =

(
−1 0
3 −1

)
;

è èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü å¼ ðåøåíèÿ.

19. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A(t) ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, A(t+ T ) = A(t)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îòðèöàòåëüíû ïðè ëþáîì t ∈ R, òî ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû?

20. Íàéòè ïðåäåëüíûå öèêëû è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü{
ẋ = −y + x(1− x2 − y2)2(x2 + y2 − 4)
ẏ = x+ y(1− x2 − y2)2(x2 + y2 − 4)

.

21. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíûé öèêë x2 + y2 = 4{
ẋ = −y − xy(x+ y)(x2 + y2 − 4)
ẏ = x− y(x2 − y2)(x2 + y2 − 4)

.

22. Äîêàçàòü, ÷òî ó ñèñòåìû {
ẋ = exy3 − 1
ẏ = exy + x3

íåò öèêëîâ.

23. ßâëÿåòñÿ ëè óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë âåêòîðíîãî ïîëÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì
ðåøåíèåì?

24. Íàéòè ïëîùàäü îáðàçà êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ïðè äåéñòâèè ôàçîâîãî ïîòîêà gt âåêòîðíîãî
ïîëÿ {

ẋ = x+ 2y + arctg y
ẏ = −x+ 4y + sinx

çà âðåìÿ t = ln 2.

25. Âû÷èñëèòü

lim
n→∞

f(1) + f(2) + . . .+ f(n)

n
, f(x) = sin2 x.

Îòâåò îáîñíîâàòü.


