
Chapitre 7Repr�esentation globale dessubstitutions non unitairesDans 
e 
hapitre, en guise de 
on
lusion, nous essayons de g�en�eraliser aux substitutions nonunimodulaires les r�esultats obtenus aux 
hapitres 3, 4 et 5 pour les substitutions unimodulaires,en parti
ulier leur repr�esentation par un �e
hange de mor
eaux sur un ensemble auto-similaire, les
onditions suÆsante ou n�e
essaire et suÆsante pour l'inje
tivit�e de 
es repr�esentations, et l'ap-pli
ation �a la 
onstru
tion de partitions de Markov. Nous exposons en parti
ulier quels sont lesnouveaux r�esultats �a prouver pour obtenir une telle g�en�eralisation.Notons que les r�esultats de 
e 
hapitre sont ind�ependants des r�esultats du 
hapitre 6, en par-ti
ulier de la 
ara
t�erisation des fa
teurs p-adiques des syst�emes substitutifs. Par 
ontre, 
ertainesd�e�nitions du 
hapitre 6 seront reprises dans 
e 
hapitre.On 
onsid�ere une substitution � primitive de type Pisot, qui n'est pas obligatoirement unimo-dulaire. Les valeurs propres de sa matri
e d'in
iden
e M� sont toujours not�ee �1 (valeur propredominante), : : : , �r pour les r�eelles et �r+1; : : : ; �r+s, �r+s+1 = �r+1, : : : , �r+2s = �r+s pour les
omplexes.7.1 Repr�esentation globale7.1.1 D�e�nitionOn regroupe dans une même appli
ation la repr�esentation g�eom�etrique ' (lemme 3.1.1, formule4.3), et les repr�esentations p-adiques Fp (d�e�nition 6.3.2). On obtient ainsi une appli
ation quirassemble toutes les valeurs que peut prendre la repr�esentation formelle F� de la substitution(d�e�nition 4.1.1) pour les di��erentes topologies existant sur Q(�).D�e�nition 7.1.1 Soit � une substitution de type Pisot et � une valeur propre de sa matri
e d'in
i-den
e. Soit 
 le syst�eme substitutif asso
i�e �a �. Soient p1, : : : , pk les diviseurs premiers de detM�.Soit ' la repr�esentation g�eom�etrique de 
. Pour tout p premier, soit Fp sa repr�esentation p-adique.On appelle repr�esentation globale du syst�eme dynamique 
 la fon
tion Fglob d�e�nie sur 
 parFglob = ('; Fp1 ; : : : Fpk):115



116 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALEOn d�e
ompose 
omme suit � dans Q(�) en id�eaux premiers ordonn�es par ordre 
roissant suivantl'unique nombre premier qu'ils 
ontiennent :� OQ(�) = mYj=1Ijnj :Comme au 
hapitre 6, on note gK Ij le 
ompl�et�e de Q(�) pour la topologie Ij-adique et fK p leproduit des gK Ij pour p 2 Ij.La repr�esentation globale Fglob est alors �a valeur dans l'ensemble suivant :Fglob(
) � E = Rr�1 � C s �gK p1 � : : :gK pk = Rr�1 � C s �gK I1 � � � � � gK In :On note Fglob = Fglob(
) l'image de Fglob. Pour i � d, on appelle F iglob = Fglob([i℄) l'image du
ylindre [i℄ de 
.7.1.2 Dynamique du d�e
alage sur la repr�esentation globaleSelon les propositions 3.1.1 et 6.3.1 la dynamique sur Fglob du d�e
alage S est la suivante :Proposition 7.1.1 Il existe Æ1; : : : ; Æd 2 Fglob tels que :8w 2 
; Fglob(Sw) = Fglob(w) + Æw0 : (7.1)Ainsi, Fglob r�ealise une semi-
onjugaison entre le d�e
alage sur 
 et le pseudo-�e
hange de mor-
eaux Tglob d�e�ni sur Fglob = [i�dF iglob parx 2 F iglob =) Tglob(x) = x+ Æi: (7.2)Le pseudo-�e
hange Tglob n'est pas une appli
ation puisque non d�e�ni sur les interse
tions desF iglob. On a montr�e au 
hapitre 3 que, si la substitution est unimodulaire, la 
ondition de 
o��n
iden
esest une 
ondition suÆsante pour que les interse
tions soient de mesure nulle. Le pseudo-�e
hange Tglobest alors un v�eritable �e
hange de mor
eaux, semi-
onjugu�e au d�e
alage S sur 
, la repr�esentationFglob �etant de plus un isomorphisme mesurable.Le but de la se
tion 7.2 est de voir en quel sens on peut esp�erer g�en�eraliser 
es r�esultats au
adre des substitutions non unimodulaires.Par ailleurs, selon le th�eor�eme 3.2.1 et la proposition 6.3.2, il existe une proje
tion 
ontinuede E dans le groupe 
ompa
t Td�1 � Zp1 � � � � � Zpl, o�u les pi, pour i � l, sont les diviseurspremiers 
ommuns �a tous les 
oeÆ
ients non dominant du polynôme 
ara
t�eristique de M�. Via
ette proje
tion, la repr�esentation globale se fa
torise en le fa
teur de translation 
ontinu d�e�ni �ala proposition 6.2.2.Exemple. On reprend la substitution �2 d�e�nie par �2(1) = 1112 et �2(2) = 12. La repr�esentationglobale not�ee F2, est �a valeur dans R � Q2 (p2). Le d�e
alage S sur 
2 devient la translation parmor
eaux : F2(Sw) = � F2(w) + (1�p2; 1 +p2) si w0 = 1F2(w) + (1; 1) si w0 = 2:Soit � la surje
tion de R �Q2(p2) dans T�Q2 d�e�nie par : �((a; b+ 
p2)) = (ap2 mod 1; b).Alors � (1�p2; 1 +p2) = (p2; 1) = � (1; 1).
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e fait, �ÆF2 est une appli
ation de 
 �a valeur dans T�Q 2 , nulle en 0, qui v�eri�e l'�equationfon
tionnelle : f(Sx) = f(x) + (�2; 1).La minimalit�e des deux syst�emes (
; S) et (T � Z2; �(�2;1)) permet de d�eduire que � Æ F2 =( 2; �2) est l'appli
ation qui fa
torise 
 en une translation de ve
teur (�2; 1) sur T � Z2.On remarque que de 
e fait �2 est la fon
tion d�e�nie �a la proposition 6.1.1 et  2 est la fon
tionobtenue par G. Rauzy dans [77℄.Le but de la se
tion 7.3 est de g�en�eraliser les r�esultats des 
hapitres 4 et 5 pour obtenir un
rit�ere d'inje
tivit�e de 
ette derni�ere repr�esentation par une translation sur un groupe 
ompa
t.7.2 Inje
tivit�e en mesure de la repr�esentation globaleOn 
her
he �a g�en�eraliser les r�esultats du 
hapitre 3 ou de [7℄ et �a voir ainsi si la 
ondition de
o��n
iden
es est en
ore une 
ondition suÆsante pour l'inje
tivit�e de la repr�esentation globale, pourles substitutions de type Pisot non unimodulaires.Les r�esultats du 
hapitre 4 sont prin
ipalement bas�es sur le fait que la mesure induite sur Fglobpar 
elle de 
 est la mesure de Lebesgue. Nous allons voir en quel sens 
e
i est en
ore vrai pour larepr�esentation globale.7.2.1 Mesure induite sur Fglob par 
elle de 
.Pour identi�er 
ette mesure induite, on utilise la stru
ture auto-similaire de l'ensemble Fglob.En e�et, par primitivit�e, on sait que les 
ylindres de 
 se partitionnent sous la forme [i℄ =[j�d; 9 p;s; pis=�(j)Sjpj�[j℄. Si on applique Fglob �a 
ette d�e
omposition, on obtient selon la formule(7.1) : Fglob = [i�dF iglob ave
 F iglob = [j�d; 9 p;s; pis=�(j)0�Fglob(�[j℄) + Xk<jpj Æ�(j)k1A : (7.3)Pour exploiter 
ette relation, on doit d�eterminer 
omment � agit sur la mesure de Fglob. Une
ons�equen
e de la propri�et�e 2.4.1 est que � est semi-
onjugu�e �a une appli
ation diagonale de Fglob :en e�et, d�e�nissons hglob sur Fglob parhglob(x2; : : : ; xr+s; y1; : : : ; yl) = (�2x2; : : : ; �r+sxr+s; � y1; : : : ; � yl);alors la d�e�nition de Fglob implique8w 2 
; Fglob(�w) = hglob Fglob(w):La mani�ere dont hglob 
ontra
te les parties de Fglob est expli
it�ee 
i-dessous.Proposition 7.2.1 L'ensemble Fglob est muni de la mesure �E produit de la mesure de Lebesguesur Rr�1 � C s et des mesures de Haar sur les K Ij . Alors, pour tout bor�elien B de Fglob :�E(hglob(B)) = 1=� �E(B): (7.4)Preuve. La formule est vraie si elle est v�eri��ee pour tous les pav�es de Fglob. Rappelons queFglob est le produit d'un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension d � 1, et de 
ompl�et�es de 
orpsp-adiques not�es gK Ij , o�u les Ij, pour j = 1 : : : n, sont les ideaux premiers de OK qui 
ontiennent



118 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALE�. Pour tout j � n, on note �j un g�en�erateur de l'unique id�eal premier eIj de OgKIj . Tout pav�e deFglob est alors de la forme : B = r+sYi=2[ai; bi℄� nYj=1�
j + �jnj OgKIj � :l'image de 
e pav�e par h est le pav�e : hglob(B) =Qr+si=2 [�iai; �ibi℄�Qnj=1�� 
j + ��jnj OgKIj �.Soit �F la mesure sur Rr�1 � C s . On a alors�F �Qr+si=2 [�iai; �ibi℄� = �Qr1 �i Qr+sr+1 �i ��i��F �Qr+si=2 [ai; bi℄�= detM�� �F �Qr+si=2 [ai; bi℄� :De plus, selon la propri�et�e 1.4.1, on a pour tout j � n�Ij �� 
j + ��jnj OgKIj � =  
ard OgKIj�OgKIj!!�1 �Ij �
j + �jnj OgKIj � :Or, dans le 
orps de nombre K , si j est �x�e, �OK se d�e
ompose sous la forme �OK = Ijnj J ,o�u J est un id�eal premier ave
 Ij. Cette expression passe au 
ompl�et�e gK Ij sous la forme �OgKIj =eIjnj eJ , o�u eJ est l'adh�eren
e de J dans fOK j, 
'est-�a-dire OgKIj lui-même puisque J est premierave
 l'id�eal qui d�e�nit la topologie de gK Ij . Puisque la 
ompl�etion ne modi�e pas les 
orps r�esiduels,
e
i impliqueOgKIj =�OgKIj = OgKIj = eIjnj = OK =Ijnj . Le th�eor�eme des restes 
hinois implique alors :Qnj=1 
ard� OKIjnj � = 
ard� OKQlj=1 Ijnj � = 
ard� OK�OK� :En�n, le 
ardinal du quotient OK =�OK , est la norme de � dans Q(�), 
'est-�a-dire le produitdes 
onjugu�es de �. Puisque le polynôme 
ara
t�eristique de M� est irr�edu
tible, on obtient
ard� OK�OK � = detM�:Ce qui permet de 
on
lure :�E(h(B)) = detM�� (detM�)�1 �E(B) = 1=� �E(B):Ainsi, la substitution � agit sur l'ensemble Fglob 
omme elle agirait sur Rr�1 � C s si elle �etaitunimodulaire, situation que nous avons d�ej�a �etudi�e en d�etails. En parti
ulier, on peut reprendre lapreuve de la proposition 3.3.1 pour d�eterminer la mesure induite sur 
haque F iglob par 
elle de 
 :Proposition 7.2.2 Si � est une substitution de type Pisot, la mesure image par la repr�esentationglobale Fglob de la mesure �
 sur les 
ylindres de 
 est proportionnelle �a la mesure produit �E surFglob : la 
onstante Cglob = �E(Fglob) est telle que pour tout bor�elien B 
ontenu dans un 
ylindre[i℄ de 
, on a : �E(Fglob(B)) = Cglob �
(B):
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Fig. 7.1 { Image de la repr�esentation globale de �2Preuve On applique la mesure �E aux relations exprim�ees �a la formule (7.3), et on utilise leth�eor�eme de Perron-Frobenius pour montrer que les ve
teurs ayant pour 
oordonn�ees les mesuresdes 
ylindres dans 
 et de leurs images par Fglob sont tous deux ve
teurs propres dominants de lamatri
e de �.Cette proposition n'est pas une exa
te g�en�eralisation de la proposition 3.3.1 : en e�et, dans laproposition 3.3.1, nous avons utilis�e le fait que le tore Td�1 est fa
teur du syst�eme substitutif pouren d�eduire que la mesure de '(
) est non nulle et que la 
onstante de proportionnalit�e C est elleaussi non nulle.7.2.2 Conje
ture : la mesure de la repr�esentation non nulle.Nous ne sommes pour l'instant pas parvenus �a prouver que la mesure de Fglob est non nulledans E . Nous pouvons seulement le 
onje
turer.Conje
ture 7.2.1 Si tout diviseur premier du d�eterminant de la matri
e d'in
iden
e de la substi-tution divise tous les 
oeÆ
ients non dominant de son polynôme 
ara
t�eristique, la mesure �E(Fglob)est non nulle.Pour appuyer 
ette 
onje
ture, nous avons projet�e dans R3 l'image de la repr�esentation globalede la substitution �2. L'ensemble Z2 est en
ore repr�esent�e par [0; 1[, 
omme nous l'avons expliqu�e�a la se
tion 1.4.On donne plusieurs perspe
tives de 
ette proje
tion �a la �gure 7.1 : en abs
isse on trouvera la
omposante de la repr�esentation globale selon le ve
teur �̂1 de fK 2 , en ordonn�ee la 
omposante deFglob selon le ve
teur �̂2 � �̂1. La 
ôte 
ontient la 
omposante r�eelle de Fglob.En parti
ulier, la proje
tion de 
ette �gure sur le plan des abs
isses et ordonn�ees donne bien la�gure 6.1.A la �gure 7.2, on trouvera les 
oupes de Fglob selon les plans x = 1=2, y = 1=2 et z = 1=2.Ce
i laisse bien penser que Fglob o

upe un volume et est de mesure non nulle.On notera que les dessins de la �gure 7.1 donnent une information sur la mesure de Fglob maisen au
un 
as sur leur topologie.Dans le 
as unimodulaire, on prouve que la mesure de l'image de la repr�esentation est nonnulle �a partir du fait que l'image de la repr�esentation se projette de mani�ere surje
tive dans letore. Dans le 
as non unimodulaire que nous traitons i
i, on voudrait utiliser les r�esultats sur laproje
tion dans les Zp pour obtenir une information sur la mesure de l'image de la repr�esentation.
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x=0.5 y=0.5

z=0.5Fig. 7.2 { Coupes de l'image de la repr�esentation globale de �2H�elas, 
ontrairement �a 
e qui se passe dans le 
as r�eel, la proje
tion sur Zp n'est pas une proje
tionmodulo un r�eseau mais une simple proje
tion sur une 
oordonn�ee. Les te
hniques r�eelles ne sontdon
 plus valables i
i. Un probl�eme similaire se posera dans la se
tion 7.3.Par ailleurs, le re
ours dans le 
as unimodulaire �a la surje
tivit�e sur la proje
tion sur le toresemble arti�
iel pour obtenir la non nullit�e de la mesure de l'image de la repr�esentation globale.En e�et, dans le 
as non Pisot, on a d�ej�a expliqu�e en quel sens il est en
ore possible de 
onstruireune repr�esentation r�eelle du syst�eme symbolique par un pseudo-�e
hange de mor
eaux (
hapitre 6,se
tion 6.3.1). La raison pour laquelle 
e pseudo-�e
hange de mor
eaux n'est pas un �e
hange demor
eaux en mesure r�eside dans le fait que 
ette repr�esentation ne v�eri�e pas une relation du typede la formule 7.4. Par 
ontre, la mesure de l'image de la repr�esentation dans son espa
e d'arriv�eesemble en
ore non nulle : en fait, le d�efaut de 
ette repr�esentation est un manque de pr�e
ision. Lesve
teurs intervenant dans le pseudo-�e
hange sont rationnellement li�es, l'image de la repr�esentationest plus dense que dans le 
as Pisot, 
e qui implique que la repr�esentation est non inje
tive. Par
ontre, la densit�e de l'image laisse penser qu'elle est de mesure non nulle.Il serait int�eressant de prouver par un argument g�en�eral que la mesure de Lebesgue de l'imagede la repr�esentation ' dans le 
as unimodulaire est non nulle, ind�ependamment de la 
onditionPisot. Ce
i pourrait impliquer que 
'est en
ore le 
as si la substitution n'est pas unimodulaire.Si les diviseurs du d�eterminant ne divisent pas les 
oeÆ
ients du polynôme 
ara
t�eristique, ildevient tr�es diÆ
ile de repr�esenter graphiquement l'image de la repr�esentation globale, puisqu'onne 
onnâ�t pas de base de l'espa
e de repr�esentation. On ne peut don
 pas tester la 
onje
ture dans
ette situation. Ce
i dit, la formule 7.4 est en
ore v�eri��ee dans 
e 
as l�a, 
e qui laisse penser qu'onse trouve dans le bon espa
e de repr�esentation, et que la mesure est en
ore non nulle.7.2.3 Conjugaison ave
 un �e
hange de mor
eauxDans 
ette se
tion, nous montrons que si la mesure de Fglob est non nulle, alors la repr�esentationFglob est inje
tive en mesure et plus g�en�eralement que Fglob v�eri�e des r�esultats semblables �a 
euxla repr�esentation des syst�emes unimodulaires prouv�es au 
hapitre 3.La proposition 7.2.2 s'interpr�ete en terme d'inje
tivit�e sur les 
ylindres de 
.Proposition 7.2.3 Si � est une substitution de type Pisot telle que �E(Fglob) est non nulle, larepr�esentation globale Fglob est inje
tive en mesure sur les 
ylindres [i℄ de 
. En e�et, il existe un
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 de mesure nulle telle que :x; y 2 [i℄nN Fglob(x) = Fglob(y) =) x = y:Preuve Le th�eor�eme de Perron-Frobenius implique que la d�e
omposition des images des
ylindres sous la forme F iglob = Sj�d; 9 p;s; pis=�(j) Fglob(�[j℄) + Æi est une partition en mesure, 
equi, ajout�e �a l'inje
tivit�e en mesure du d�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes, permet de 
on
lure. Onse r�ef�erera au 
hapitre 3 (se
tion 3.3) pour les d�etails.Ainsi, la 
ondition de 
o��n
iden
es assure en
ore que les interse
tions des images des 
ylindressont de mesure nulle :Proposition 7.2.4 Soit � une substitution de type Pisot qui v�eri�e la 
ondition de 
o��n
iden
eset telle que �E(Fglob) est non nulle. Alors pour tout 
ouple de lettre (i; j),�E(Fglobi \ Fglobj) = �
(F�1(Fglobi \ Fglobj)) = 0:Preuve La 
ondition de 
o��n
iden
e sur les pr�e�xes signi�e que pour tout 
ouple de lettresi; j, il existe une lettre k et un entier l tels que Fglob(�l[i℄) + Pm<jpj Æ�l(i)m et Fglob(�l[j℄) +Pm<jqj Æ�l(j)m apparaissent dans la partition de Fglob�l[k℄ et sont don
 disjoints en mesure. On ade plusPm<jpj Æ�l(i)m =Pm<jqj Æ�l(j)m , 
e qui implique que l'interse
tion de Fglob(�l[i℄) = hlFglobiet Fglob(�l[j℄) = hlFglobj est de mesure nulle. On se r�ef�erera au 
hapitre 3 (se
tion 3.3) pour lesd�etails.Corollaire 7.2.1 Soit � une substitution de type Pisot qui v�eri�e la 
ondition de 
o��n
iden
es ettelle que �E(Fglob) est non nulle.Le 
ompa
t Fglob est pav�e par les ensembles Fglobi, qui sont autosimilaires au sens de [53℄.Preuve L'ensemble Fglob est l'union disjointe en mesure des Fglobi, qui se d�e
omposent eux-mêmes sous la formeFglobi = Sj�d; 9 p;s; pis=�(j)(hFglobj +Pk<jpj Æ�(j)k ) presque partout.Corollaire 7.2.2 Soit � une substitution de type Pisot qui v�eri�e la 
ondition de 
o��n
iden
es ettelle que �E(Fglob) est non nulle.La repr�esentation Fglob est un isomorphisme mesurable entre (
; S) et Fglob muni d'une trans-lation par mor
eaux d�e�nie presque partout par la formule (7.2).On obtient ainsi :Th�eor�eme 7.2.1 Soit � une substitution de type Pisot sur d lettres qui v�eri�e la 
ondition de
o��n
iden
es et telle que �E(Fglob) est non nulle.Soit M� la matri
e d'in
iden
e de � et � la valeur propre dominante de M�. Pour p 2 Npremier, on note Cp = Pki=1 e(Ji)f(Ji) les Ji �etant les diviseurs premiers dans Q(�) de l'id�eal�OQ(�) + pOQ(�) .Le syst�eme dynamique symbolique (
; S) asso
i�e �a � est isomorphe en mesure �a un �e
hange demor
eaux sur une partie autosimilaire 
ompa
te de Rd�1 �Qp1Cp1 � � � � �Qpk Cpk , o�u les pi sont lesdiviseurs premiers de detM�.



122 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALE7.3 Crit�ere 
ombinatoire d'inje
tivit�eNous venons de voir que la g�en�eralisation des te
hniques g�eom�etriques du 
hapitre 3 pour �etudierl'inje
tivit�e en mesure de la repr�esentation globale ne donne pas de r�esultats imm�ediats. Dans 
ettepartie, nous allons montrer que par 
ontre, on peut g�en�eraliser les te
hniques arithm�etiques et
ombinatoires du 
hapitre 4 pour 
ara
t�eriser les repr�esentations inje
tives en mesure.7.3.1 Automate arithm�etiqueLa d�e�nition de l'automate arithm�etique pour les substitutions unimodulaires de type Pisotdonn�ee au 
hapitre 4 se g�en�eralise 
omme suit pour les substitutions non unimodulaires. Cetted�e�nition a �et�e donn�ee par G. Rauzy dans [77℄. Le th�eor�eme 7.3.1 y a �et�e �enon
�e et prouv�e su
-
in
tement.La notation � d�esigne une substitution de type Pisot. La valeur propre dominante �1 de M�est aussi not�ee �. Ses 
onjugu�es alg�ebriques sont toujours not�es �2, : : : , �d.Le 
orps Q(�) peut alors être muni des topologies ar
him�ediennes qui 
orrespondent �a 
haque�i ou des topologies ultram�etriques qui 
orrespondent aux id�eaux premiers de Q(�). Une valeurabsolue sera not�ee v ou j � jv. Si elle est asso
i�ee �a un id�eal I, elle est not�ee vI .Une s�erie formelle de Q [[�℄℄ est dite nulle pour une valeur absolue sur Q(�) si et seulement sielle 
onverge vers 0 dans le 
ompl�et�e de Q(�) pour 
ette valeur absolue.On reprend l'ensemble de 
hi�res d�e�ni au 
hapitre 4 : C est le sous-ensemble �ni de Q(�)suivant : C = �< v�; l(p)� l(q) >; (p; a; s); (q; b; r) 2 I2:	 :D�e�nition 7.3.1 Soit Ga l'ensemble des nombres � 2 Q(�) qui s'�e
rivent � = 1�N Pn<N 
n �n, o�u(
n)n est une suite de C telle que Pn�0 
n �n est nul pour toutes les valeurs absolues de Q(�) quivalent moins de 1 en �.On d�e�nit sur Ga un automate �etiquet�e par C en disant que 
 2 C �etiquette l'arête joignant � �a� si et seulement s'il existe une suite (
n)n et un entier N tels que :� = 1�N Pn<N 
n �n; � = 1�N+1 Pn<N+1 
n �n; 
 = 
NPn�0 
n �n est nul pour toutes les valeurs absolues telles que j�j < 1:On note Va l'ensemble des sommets de l'automate qui appartiennent �a un 
hemin in�ni par-tant du sommet 0. Le sous-automate ayant Va pour ensemble de sommets est appel�e automatearithm�etique asso
i�e �a �.En parti
ulier, si la substitution est unimodulaire, on retrouve le graphe arithm�etique du 
ha-pitre 4, puisque d'une part une s�erie formelle Pn�0 
n �n est nulle pour la topologie asso
i�ee �ala valeur propre �k si et seulement si Pn�0 
n �kn = 0, et d'autre part il n'y a pas de topologieultram�etrique sur Q(�) qui v�eri�e j�j < 1 (lemme 6.3.1).Th�eor�eme 7.3.1 L'automate arithm�etique asso
i�e �a la substitution � est �ni. Les �etiquettes deses 
hemins partant de 0 sont exa
tement les suites (
n)n de C telles que Pn�0 
n�n est nulle pourtoutes les valeurs absolues de Q(�) qui valent moins de 1 en �.Preuve Ce th�eor�eme est la 
ons�equen
e des 4 lemmes suivants. Les lemmes 7.3.3 et 7.3.4 ainsique le 
orollaire 7.3.1 ne sont pas expli
it�es dans [77℄.



7.3. CRIT�ERE COMBINATOIRE D'INJECTIVIT�E 123Lemme 7.3.1 Pour toute valeur absolue v sur Q(�), il existe une 
onstante Cv telle que la valeurabsolue de tous les sommets du graphe Ga est born�ee par Cv. Si Cv � 1, il existe un �el�ement 
 deC [ f�g tel que j
jv 6= 1.Preuve. Soit v une valeur absolue sur Q(�) et Mv la 
onstante M
 = maxfj
jv ; Æ 2 Cg.Consid�erons un sommet � = 1�N Pn<N 
n �n quel
onque du graphe G. Trois 
as se pr�esentent :{ Si j�jv = 1, alors v est non ar
him�ediennes, sans quoi � admettrait un 
onjugu�e de module 1et la substitution ne serait pas de type Pisot. De 
e fait, Cv =Mv r�epond �a la question :j�jv = jP0�n<N �n
njvj�jvN = j X0�n<N �n
njv � max(j
njv j�jvn ) �Mv:{ Si j�jv < 1, on sait par hypoth�ese que Pn�0 
n �n est nul pour v. Ce
i implique que � =Pn�0 dn+N �n. Ainsi, Cv = Mv1�j�jv 
onvient :j�jv = jXn�0 
n+N�njv � Mv1� j�jv :{ Si j�jv > 1, alors Cv = Mvj�jv�1 
onvient par un simple 
al
ul :j�jv � P0�n<N j�jvnj
njvj�jvN � Mvj�jvN j�jvN � 1j�jv � 1 � Mvj�jv � 1 :Dans tous les 
as, la valeur absolue des sommets est born�ee par Cv. Si j�jv = 1, Cv serasup�erieure �a 1 si et seulement si Mv l'est, 
'est �a dire s'il existe un �el�ement de C de valeur absoluedistin
te de 1.Corollaire 7.3.1 Si A un nombre entier tel que A
 est entier alg�ebrique pour tout 
 de C, alorsA� est entier alg�ebrique pour tout sommet � du graphe Ga.Preuve. Puisque � est un entier alg�ebrique, il n'existe pas de valeur absolue ultram�etrique quivaut plus de 1 en �. Soit v une valeur absolue ultram�etrique. Soit � un sommet du graphe.Si j�jv = 1, selon la preuve du lemme pr�e
�edent on a jA�jv � maxfjA
jv ; 
 2 Cg � 1 par 
hoixde A. Si j�jv < 1, alors jA�jv = jPn�0A
n+N�njv � maxfjA
n+N�njvg � 1.Lemme 7.3.2 Les �etiquettes (
n)n�0 des 
hemins de Ga partant de 0 sont exa
tement les suitestelles que Pn�0 
n�n est nul pour toute valeur absolue de Q(�) qui vaut moins de 1 en �.Preuve. Si (
n)n�0 est telle que Pn�0 
n�n est nul pour toute valeur absolue qui vaut moinsde 1 en �, les nombres �N = 1�N Pn<N 
n �n sont des sommets du graphe Ga. Il existe de plusdes arêtes �etiquet�ees par 
n joignant les sommets �n et �n+1. Comme �0 = 0, la suite (
n)n�0 estl'�etiquette du 
hemin du graphe partant de �0 = 0 et passant par les �n.R�e
iproquement, si (
n)n�0 est l'�etiquette d'un 
hemin partant de 0, il existe des nombres �ntels que �0 = 0 et 
n est l'�etiquette de l'arête joignant �n et �n+1. Ces nombres v�eri�ent don
 :� �n+1 = 
n + �n. De pro
he en pro
he, on obtient :�N = �0 +P0�n<N 
n�n�N = P0�n<N 
n�n�N :



124 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALESoit v une valeur absolue sur Q(�) telle que j�j < 1. Puisque les j�njv sont born�ees (lemme7.3.1), on a alors : jXn<N 
n�njv = j�N �N jv = j�N jv j�jvN � Cv j�jvN !n!+1 0:De 
e fait, Pn�0 
n �n est nul pour toute valeur absolue qui vaut moins de 1 en �.Lemme 7.3.3 Il existe un �el�ement � de Q(�) tel que �� est un entier alg�ebrique pour tout sommet� du graphe G.Preuve. Un �el�ement de Q(�) est un entier alg�ebrique si et seulement sa valeur absolue estinf�erieure �a 1 pour toutes les valeurs absolues ultram�etriques sur Q(�). Nous allons 
onstruire unnombre � tel que j��jvI � 1 pour tout sommet � de Ga et tout id�eal premier I de OQ(�) .Reprenant les notations du lemme 7.3.1, les valeurs absolues v pour lesquelles Cv > 1 sont tellesqu'il existe un �el�ement Æ de C [f�g v�eri�ant jÆjv 6= 1. Or, seules un nombre �ni de valeurs absoluesultram�etriques sont distin
tes de 1 en Æ �x�e. Les v pour lesquelles Cv > 1 sont ainsi en nombre �ni.On les appelle vI1 ; : : : ; vIm .Pour 
haque vIi , soit qi 2 Ii. On a jqijvIi < 1. Soit ni un entier CvIi � jqijvIi�ni .Posons � = Qni=1 qini . Ce nombre est un entier alg�ebrique, toutes les valeurs absolues ul-tram�etriques valent don
 moins de 1 en �. De 
e fait, on a pour tout 0 � i � m : j�jvIi � jqijvIi ni .Soit v une valeur absolue ultram�etrique telle que Cv � 1. On a alors pour tout sommet � dugraphe : j� �jv � j�jvCv � 1. Soit maintenant v telle que Cv > 1. Alors v est une des vIi et on apour tout sommet � du graphe :j� �jvIi � j�jvIiCvIi � jqijvIi ni CvIi � 1:Ainsi, �� est entier alg�ebrique pour tout sommet � de Ga.Lemme 7.3.4 Les sommets du graphe Ga sont en nombre �ni.Preuve. L'anneau OQ(�) est un Z-module libre de rang n. Si i est l'inje
tion 
anonique de Q(�)dans Rn , i( 1� OK ) est don
 un r�eseau de Rn (voir [79℄).En fait, i asso
ie �a un nombre x l'ensemble de tous ses 
onjugu�es, dont les valeurs absoluesusuelles sont toutes les valeurs absolues ar
him�ediennes sur Q(�) appliqu�ees en �. Selon le lemme7.3.1, l'image par i de l'ensemble des sommets de Ga est ainsi born�ee. Par d�e�nition des r�eseaux,
es sommets sont don
 en nombre �ni.Pour obtenir pratiquement l'automate arithm�etique, on d�eterminer le plus petit nombre entierA tel que, pour tout 
 de C, A
 est un entier alg�ebrique, en utilisant par exemple le 
rit�ere {fa
ilement v�eri�able i
i { selon lequel un nombre alg�ebrique est entier si et seulement si les fon
tionssym�etriques �el�ementaires de ses 
onjugu�es sont des nombres entiers. Des r�esultats 
lassiques deth�eorie des nombres assurent l'existen
e de 
et entier A, si bien qu'il suÆt de tester les entiers Adans l'ordre 
roissant jusqu'�a obtenir un qui 
onvient.On peut alors reprendre la 
onstru
tion de l'automate arithm�etique 
omme dans le 
as unimo-dulaire.7.3.2 Automate d'inje
tivit�eA partir de l'automate arithm�etique on utilise les d�e�nitions du 
hapitre 4 pour obtenir unautomate de 
onnexit�e et un automate d'inje
tivit�e.
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Fig. 7.3 { automates arithm�etique et d'inje
tivit�e de �2L'automate de 
onnexit�e ne donne plus de 
rit�ere de 
onnexit�e, les travaux de V. Canterini�etant bas�es sur la stru
ture eu
lidienne de l'espa
e dans lequel sont repr�esent�ees les substitutionsunimodulaires.Par 
ontre, l'automate d'inje
tivit�e v�eri�e les mêmes propri�et�es que dans le 
as unimodulaire :les r�esultats de la se
tion 4.4 n'utilisent pas le 
ara
t�ere unimodulaire de la substitution maissimplement le th�eor�eme 4.2.1. On montre ainsi que l'automate d'inje
tivit�e mesure l'inje
tivit�e dela repr�esentation globale au sens du th�eor�eme 4.4.1.Th�eor�eme 7.3.2 Il existe une 
ondition n�e
essaire et suÆsante expli
ite qui d�e
ide si la repr�esen-tation globale Fglob d'une substitution de type Pisot est inje
tive en mesure.Exemple 1. �2(12) = 1112, �2(2) = 12.Les valeurs propres de la matri
e de 
ette substitution sont toujours �2 = 2+p2 et �2 = 2�p2.Un ve
teur propre dominant de la matri
e est v� = (1; 1=(� � 1)). Les pr�e�xes apparaissant dansl'automate des pr�e�xes-suÆxes (d�ej�a donn�e �a la �gure 2.2) sont 
ette fois-
i ", a, aa et aaa, 
e quiimplique que C = f0; 1;�1; 2;�2; 3;�3g.L'automate arithm�etique est alors un graphe �a 11 sommets (�gure 7.3). De mani�ere semblable�a la substitution de Fibona

i, les 
hemins partant de 0 y sont �etiquet�es par les suites 
n de C tellesque Pi�O 
i �2i = 0.L'automate d'inje
tivit�e a 16 �etats. Il est pr�esent�e �a la �gure 7.3. Il v�eri�e le 
rit�ere d'inje
tivit�e :il est fa
ile de v�eri�e qu'au
une arête ne rentre dans un sommets originaux. De plus, les bou
les(b�!a)N n'apparaissent que dans les sommets originaux d�es que N est assez grand. On obtientainsi :



126 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALECorollaire 7.3.2 La repr�esentation globale asso
i�ee �a la substitution d�e�nie par �2(1) = 1112,�2(2) = 12 est inje
tive en mesure.Exemple 2. �7(1) = 11222, �7(1) = 1222.Les valeurs propres de la matri
e de 
ette substitution sont toujours �7 = 5=2 + p13=2 et�7 = 5=2�p13=2. Un ve
teur propre dominant de la matri
e est v� = (1; (� � 2)=3). Les pr�e�xesapparaissant dans l'automate des pr�e�xes-suÆxes sont 
ette fois-
i ", 1, 11, 112, 1122, 12 et 122.L'ensemble C 
ontient 21 �el�ements. L'automate d'inje
tivit�e a 30 �etats et 102 sommets. Il v�eri�e le
rit�ere d'inje
tivit�e. On obtient ainsi :Corollaire 7.3.3 La repr�esentation globale asso
i�ee �a substitution d�e�nie par �7(1) = 11222,�7(1) = 1222 est inje
tive en mesure.L�a en
ore, toutes les substitutions de type Pisot qui ont �et�e test�ees v�eri�ent le 
rit�ere d'inje
-tivit�e en mesure. En parti
ulier, 
e 
rit�ere semble v�eri��e ind�ependamment du fait que les diviseurspremiers du d�eterminant de leur matri
e d'in
iden
e divisent les 
oeÆ
ients non dominants de sonpolynôme 
ara
t�eristique, 
'est-�a-dire du 
rit�ere d'existen
e de fa
teurs p-adiques.7.4 �Etude des �bres de la repr�esentation globaleOn appelle �bres d'une appli
ation f d�e�nie sur un ensemble X les ensembles f�1(f(x)) o�ux 2 X. On rappelle que � d�esigne le d�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes.Proposition 7.4.1 Pour tout w 2 
, le 
ardinal de �(Fglob�1Fglob(w)) est �egal au nombre de
hemins di��erents de l'automate d'inje
tivit�e qui ont �(w) pour �etiquette.Preuve Selon la proposition 4.4.1, deux 
hemins de l'automate d'inje
tivit�e partant d'unsommet initial sont sym�etriques si et seulement s'ils sont les d�eveloppements en pr�e�xes-suÆxes dedeux points de 
 qui ont même repr�esentation globale. Ainsi, pour tout v 2 
 tel que Fglob(w) =Fglob(v), il existe un 
hemin de l'automate qui a �(v) pour �etiquette et dont le 
hemin sym�etriqueadmet �(w) pour �etiquette. De 
e fait, �(Fglob�1Fglob(w)) est en bije
tion ave
 l'ensemble des
hemins qui sont �etiquet�es par �(w).On rappelle que 
per d�esigne l'ensemble des points p�eriodiques de 
 et D" les d�eveloppementsen pr�e�xes-suÆxes des �el�ements de 
 appartenant �a l'orbite de 
per.Corollaire 7.4.1 Soit w 2 
 tel que �(F�1globFglob(w)) est �ni. Soit C le 
ardinal de la �bre selonw de la repr�esentation globale. AlorsC � 
ard �(D n D") \ � �Fglob�1Fglob(w)��+ (
ard(
per)) (
ard �D" \ �(Fglob�1Fglob(w))� :Preuve Selon le 
hapitre 1, tout d�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes a au plus 
ard(
per)pr�eimages dans 
.De 
e fait, l'�etude de l'automate d'inje
tivit�e peut permettre d'�etudier pr�e
is�ement le d�efautd'inje
tivit�e de la repr�esentation globale. On donne deux exemples d'une telle �etude.Exemple 1 : la substitution de Fibona

i. �1(1) = 12, �1(2) = 1.On redonne l'automate d'inje
tivit�e de sa repr�esentation globale �a la �gure 7.4. Les sommetssont num�erot�es de 1 �a 8 pour fa
iliter la preuve de la proposition suivante.Proposition 7.4.2 La repr�esentation de la substitution de Fibona

i est inje
tive sauf sur l'orbitedes points p�eriodiques de la substitution, sur laquelle les �bres sont de 
ardinal au plus 2.
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Fig. 7.4 { automate d'inje
tivit�e de la substitution de Fibona

i �1Preuve Soient e = (pi; ai; si)i�0 l'�etiquette identique de deux 
hemins de l'automate partantd'un sommet initial. Notons X = (xi)i�0 et Y = (yi)i�0 
es 
hemins, ou les xi et yi sont les num�erosdes sommets 
orrespondants.La stru
ture de l'automate implique que le 
hemin doit passer par un des sommets 3 ou 4,et qu'apr�es le passage par 
e sommet, il est uniquement d�etermin�e : un 
hemin passant par 3 estensuite �etiquet�e ("; 1; 2)[("; 1; "); (1; 2; ")℄1 tandis que un 
hemin qui passe par 4 est ensuite �etiquet�epar (1; 2; ")("; 1; 2)[("; 1; "); (1; 2; ")℄1 .Ainsi, en supprimant les d�ebuts de X et Y qui sont �egaux et initiaux, on se ram�ene au 
aso�u x1 6= y1, x1 est un des sommets originaux 1 ou 2, et y1 est le sommet initial non original
orrespondant (3 pour 1 et 4 pour 2).Supposons que x1 = 1 et y1 = 3. On a alors 
 = ("; 1; 2)[("; 1; "); (1; 2; ")℄1 ave
 Y = 3; 5; [7; 8℄1 .De 
e fait, x2 2 1; 3. Si x2 = 3, on a X = 1; 3; 5; [7; 8℄1 et son �etiquette n'est pas �egale �a e. Ainsi,x2 = 1 et x3 2 2; 4. Si x3 = 4, alors X = 1; 1; 4; 6; [8; 7℄1 et son �etiquette est di��erente de e.Ainsi, x3 = 2, x4 = 1 et le 
hemin (xi)i�4 a pour �etiquette [("; 1; "); (1; 2; ")℄1 . En parti
ulier, onne pourra jamais avoir xi = 3 puisque 
e sommet est suivi de l'�etiquette ("; 1; 2)("; 1; "), ou xi = 4puisque 
e sommet est suivi de (1; 2; ")("; 1; 2). Ainsi, X = 1; [1; 2℄1 est uniquement d�etermin�e.Supposons que x1 = 2 et y1 = 4. On a alors x2 = 1, d = (1; 2; ")("; 1; 2)[("; 1; "); (1; 2; ")℄1 etY = 4; 6; [8; 7℄1. Si x3 = 3, alors X = 2; 1; 3; 5; [7; 8℄1 n'est pas �etiquet�e par e. De 
e fait, x3 = 1. Laen
ore, le 
hemin (xi)i�3 est �etiquet�e par [("; 1; "); (1; 2; ")℄1 . Comme pr�e
�edemment, on ne pourrajamais avoir xi = 3 ou xi = 4, et X = 2; 1; [1; 2℄1 est uniquement d�etermin�e.Ainsi, Fglob est inje
tive sauf aux points dont le d�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes a pour�n [("; 1; "); (a; b; ")℄1 , 
'est-�a-dire des �el�ements de l'orbite n�egative des points p�eriodiques de lasubstitution. Sur 
ette orbite n�egative, l'appli
ation � est inje
tive puisque la substitution n'admetqu'un seul point �xe �a droite. Les �bres sont don
 de 
ardinal au plus 2.Ce r�esultat est d�ej�a 
onnu pour la substitution de Fibona

i dans le 
adre de l'�etude des suitessturmiennes. Le but de 
ette d�emonstration est d'illustrer la proposition 7.4.1 sur un exemplesimple.Exemple 2 : la substitution de Rauzy �2(1) = 1112, �2(b) = 12.



128 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALEProposition 7.4.3 Les �bres de la repr�esentation globale de la substitution �2(1) = 1112, �2(1) =12 sont toutes de 
ardinal �ni.Preuve. Cette preuve bas�ee sur les mêmes id�ees que 
elles de la proposition 7.4.2, se trouve enAnnexe A.On voit ave
 
es deux exemples 
omment l'appli
ation pratique de la proposition 7.4.2 estrestreinte par la 
omplexit�e des automates 
onsid�er�es. Pour que 
ette proposition montre tout sonint�erêt, il faudrait d�e�nir un algorithme qui d�e
ide si, dans un automate, il existe une in�nit�e de
hemins in�nis qui ont même �etiquette.7.5 Cas parti
ulier des substitutions de longueur 
onstanteLes substitutions primitive de longueur 
onstante ne sont pas de type Pisot : elles ont pour valeurpropre dominante la longueur de la substitution, et le polynôme 
ara
t�eristique de leur matri
ed'in
iden
e est don
 r�edu
tible sur Q . Malgr�e tout, nous allons voir que, pour 
es substitutions, lad�e�nition de la repr�esentation globale trouve un sens et qu'on peut d�e�nir un automate d'inje
tivit�e.On retrouve ainsi une partie des r�esultats d�ej�a 
onnus sur la repr�esentation des syst�emes sub-stitutifs primitifs de longueur 
onstante 
omme extension �nie d'un odom�etre.Ainsi, le but de 
ette se
tion n'est pas d'�enon
er des r�esultats nouveaux, mais d'illustrer 
om-ment en un 
ertain sens les id�ees et r�esultats intervenant de 
e 
hapitre g�en�eralisent le 
as bien
onnu des substitutions de longueur 
onstante.Soit � une substitution primitive de longueur 
onstante L. L'entier L est alors valeur propre dela matri
e d'in
iden
e M� de �, et vL = (1; : : : ; 1) est ve
teur propre �a gau
he pour L.Dans une optique de similarit�e ave
 le 
as Pisot, on pourrait d�e�nir une repr�esentation formelledans \Q [L℄" du syst�eme symbolique en posant pour tout w 2 
 ayant �(w) = (pi; ai; si)i pourd�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes :F (w) =Xi�0 < l(pi);vL > Li =Xi�0 jpijLi =Xi�0 j�i(pi)j:Un topologie sur Q fait 
onverger 
ette s�erie si et seulement s'il s'agit d'une topologie p-adique,ave
 p premier qui divise L.D�e�nition 7.5.1 Soit p un diviseur premier de la longueur L d'une substitution primitive delongueur 
onstante. La repr�esentation p-adique de la substitution est la fon
tion Fp �a valeur dansZp d�e�nie par 8w 2 
; si �(w) = (pi; ai; si)i alors Fp(w) =Xi�0 j�i(pi)j 2 Zp:Proposition 7.5.1 La repr�esentation p-adique Fp est 
ontinue et r�ealise une semi-
onjugaisonentre le d�e
alage S sur 
 et l'addition de 1 : Fp Æ S = Fp + 1.Preuve Soit w 2 
 ave
 �(w) = (pi; ai; si)i. Puisque Fp(w) =< l(pi);vL > Li, le ve
teur vL�etant un ve
teur propre �a gau
he pour M � , on a Fp(w) = lim < l(p0�(p1) : : : �i(pi));vL >. On peutainsi reprendre une preuve du type de 
elle de la proposition 3.1.1 et utiliser la propri�et�e 2.4.1 pour
on
lure que Fp(Sw) = Fp(w)+ < l(w0);vL >. Or, pour les substitutions de longueur 
onstante,on a toujours < l(w0);vL >= 1 ind�ependamment de w0.On rappelle que ZL d�esigne le produit dire
t des Zp pour tous les diviseurs premiers p de L.



7.5. CAS PARTICULIER DES SUBSTITUTIONS DE LONGUEUR CONSTANTE 129Si L = Q i = 1kpini , on appelle repr�esentation globale de la substitution l'appli
ation Fglob :
 7! ZL d�e�nie par Fglob = (Fp1 ; : : : Fpk).On retrouve ainsi la partie adique du fa
teur �equi
ontinu maximal du syst�eme substitutif (voir[20℄) :Corollaire 7.5.1 Le syst�eme substitutif asso
i�e �a une substitution primitive de longueur 
onstanteL admet pour fa
teur topologique l'addition de 1 sur ZL.De plus, on peut �etudier l'inje
tivit�e de 
ette repr�esentation 
omme dans le 
as Pisot.D�e�nition 7.5.2 Soit � une substitution de longueur 
onstante. On appelle automate arithm�etiqueasso
i�e �a la substitution la 
omposante de 0 dans le graphe suivant :{ L'ensemble des �etiquettes est C = f�(L� 1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ; (L� 1)g.{ Un rationnel q est un �etat de l'automate si et seulement q = 1=Ln Pn�1i=1 
iLi, o�u 
i 2 CN esttelle que Pi 
iLi 
onverge vers 0 dans Zp pour tout p premier qui divise L.{ Un entier 
 �etiquette une arête de q1 vers q2 si et seulement s'il existe une suite
i 2 CN telleque Pi 
iLi 
onverge vers 0 dans Zp pour tout p premier qui divise L, qui v�eri�e : 
 = 
n,q1 = 1=Ln Pn�1i=1 
iLi et q2 = 1=Ln+1 Pni=1 
iLi.Th�eor�eme 7.5.1 L'automate arithm�etique asso
i�e �a une substitution primitive de longueur 
ons-tante a un nombre �ni d'�etats. Les �etiquettes des 
hemins in�nis partant de 0 y sont exa
tementles suites C = f�(L � 1); : : : ;�1; 0; 1; : : : ; (L � 1)g telles que Pi 
iLi vers 0 dans Zp pour tout ppremier qui divise L.Preuve La preuve est identique �a 
elle du th�eor�eme 7.3.1 : on prouve que les valeurs absoluesp-adiques des �etats de l'automate sont toutes born�ees. Ainsi, il existe un entier A tel que Aq estun entier alg�ebrique pour tout �etat q tout graphe. de même que leur valeur absolue usuelle. Or,puisque L > 1, la valeur absolue usuelle des sommets du graphe est born�ee. Ces sommets sont don
en nombre �ni. La preuve du lemme 7.3.2 est en
ore valable pour les substitutions de longueurs
onstantes.A partir de 
et automate, on d�e�nit un automate d'inje
tivit�e pour les substitutions de longueur
onstante d'une mani�ere identique au 
as Pisot. Les propri�et�es de 
et automate sont identiques :Proposition 7.5.2 Les �etiquettes des 
hemins non sym�etriques de l'automate d'inje
tivit�e sontexa
tement les d�eveloppement en pr�e�xes-suÆxes des points de 
 pour lesquels la repr�esentationglobale Fglob est non inje
tive.Corollaire 7.5.2 Il existe une 
ondition n�e
essaire et suÆsante v�eri�able algorithmiquement quid�e
ide si un syst�eme substitutif primitif de longueur 
onstante est isomorphe en mesure �a l'additionde 1 sur ZL.La 
ondition de 
o��n
iden
e 
ara
t�erise les substitutions de longueur 
onstante isomorphes �aleur fa
teur �equi
ontinu maximal, de la forme ZL�Z=nZ. Ainsi, pour les substitutions de longueur
onstante, toute substitution qui v�eri�e la 
ondition n�e
essaire et suÆsante provenant de l'automated'inje
tivit�e v�eri�e aussi la 
ondition de 
o��n
iden
es.L'�etude des �bres de la repr�esentation permet d'�etudier plus pr�e
isement la relation entre unsyst�eme substitutif primitif de longueur 
onstante et son fa
teur p-adique. Par exemple, pour lasubstitution de Morse d�e�nie par �(1) = 12 et �(2) = 21, l'automate d'inje
tivit�e est 
onstitu�ed'une 
opie de l'automate des pr�e�xes-suÆxes (qui forment les sommets originaux) et d'une autre
opie de 
et automate, non reli�ee aux sommets originaux, et 
onstitu�ee de sommets initiaux. Onretrouve ainsi que les �bres de la repr�esentation globale de la substitution de Morse 
ontiennent



130 CHAP. 7 REPR�ESENTATION GLOBALEtoujours un point et son sym�etrique, 
'est-�a-dire le mot dans lequel les 1 ont �et�e rempla
�es par des2 et les 2 par des 1.7.6 Inje
tivit�e de la repr�esentation sur un groupe 
ompa
tOn peut selon des m�ethodes semblables �a 
elles du 
hapitre 4 d�e�nir des automates de U-inje
tivit�e, et don
 d�e�nir un 
rit�ere qui d�e
ide si l'ensemble des points suivants est de mesurenulle : (w 2 
; 9w0 2 
; 9n1; : : : nd�1 2 Z; Fglob(w) � Fglob(w0) = d�1Xi=1 ni(Æi � Æd)) :Ce
i est �equivalent au fait que '(w)� '(w0) =Pd�1i=1 ni(Æ(i) � Æ(d)) d'une part et d'autre partFp(w) � Fp(w0) =Pd�1i=1 ni(�̂i � �̂1) pour tout diviseur p premier du d�eterminant de M�.Si une substitution de type Pisot est telle que tous les diviseurs premiers p1 : : : pk du d�eterminantde M� divisent aussi les 
oeÆ
ients non dominants de �M� , par exemple la substitution �2, ona d�e�ni au 
hapitre pr�e
�edent une repr�esentation du syst�eme substitution par une translation surle groupe 
ompa
t Td�1 � Zp1 � � � � � Zpk. De plus, selon les propositions 6.2.2 et 6.3.2, 
etterepr�esentation est �egale �a ('L; J�̂1(Fp1); : : : ; J�̂1(Fpk)). En parti
ulier, 
ette repr�esentation prend lamême valeur en deux points w;w0 2 
 si et seulement si :9n1; : : : nd�1 2 Z; '(w) � '(w0) =Pd�1i=1 ni(Æ(i) � Æ(d))8 p diviseur premier de detM�; 9np;1; : : : np;d�1 2 Zp; Fp(w) � Fp(w0) =Pd�1i=1 np;i(�̂i � �̂1):(7.5)Les automates de U-inje
tivit�e ne 
ara
t�erisent qu'une partie des points w pour lesquels unautre point w0 v�eri�e 
es relations, il s'agit des 
ouples (w;w0) pour lesquels on a8 p diviseur premier de detM�; 8 i = 1; : : : ; d� 1; np;i = ni:Ainsi, les te
hniques arithm�etiques du 
hapitre 4 ne laissent pas assez de libert�e aux entiers
onsid�er�es. De plus, 
es te
hniques ne semblent pas permettre simplement de prendre en 
omptedes entiers p-adiques np;i plutôt que des nombres relatifs 
lassiques.Le probl�eme fondamental est en fait pos�e par le fait qu'un nombre in�ni de translat�es de Zp parun ve
teur �x�e de Qp ren
ontre Zp, 
ontrairement �a un espa
e eu
lidien Rn , o�u seuls un nombre�ni de translat�es de [0; 1℄n, l'�equivalent eu
lidien de Zp, par un ve
teur donn�e ren
ontrent [0; 1℄n.En fait, alors que Rd�1 a �et�e quotient�e par un r�eseau pour obtenir le tore, 
e passage au quotients'exprimant dire
tement en termes de graphes, les parties arithm�etiques Qpd�1 ont de leur 
ôt�e �et�equotient�ees par un Qp-espa
e ve
toriel, et il devient diÆ
ile d'exprimer le d�efaut d'inje
tivit�e de 
epassage au quotient en termes de graphes.On pourrait malgr�e tout imaginer que la stru
ture tr�es parti
uli�ere des substitutions de typePisot implique que seuls un nombre �ni d'entiers np;i peuvent intervenir dans les formules (7.5).Dans 
e 
as, le 
rit�ere d'inje
tivit�e torique du 
hapitre 4 serait en
ore appli
able aux substitutionsde type Pisot non unimodulaires, et permettrait de 
ara
t�eriser les syst�emes substitutifs de typePisot qui sont une extension �nie d'une rotation sur un groupe 
ompa
t.
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ise laisse penser que 
e
i n'est en fait pas vrai. En e�et, pour la substitution �2,on obtient une r�eponse positive �a la programmation du 
rit�ere d'inje
tivit�e torique du 
hapitre 4adapt�e au 
as non unimodulaire (Annexe B). Le syst�eme substitutif asso
i�e serait ainsi isomorphe�a une translation minimale sur T � Z2. Or, 
ette translation s'obtient 
omme la proje
tion de larepr�esentation globale dont l'image est pr�esent�ee �a la �gure 7.1, sur simplement deux 
oordonn�ees.Si 
ette image est bien 
omme on le 
onje
ture de mesure non nulle, il semble alors diÆ
ile qu'ellese projette de mani�ere inje
tive dans le plan y = 0.Ce
i semble être en 
ontradi
tion ave
 le 
as des substitutions de longueur 
onstante, qui bienque non unimodulaires, sont isomorphes �a une extension �nie d'une translation p-adique.En fait, la se
tion 7.5 montre que 
es propri�et�es des substitutions de longueur 
onstante sont�a mettre plutôt dans la 
at�egories des r�esultats sur l'inje
tivit�e de la repr�esentation globale quedans 
eux sur l'inje
tivit�e de la repr�esentation sur un groupe 
ompa
t. Plus pr�e
is�ement, lorsque lasubstitution est de longueur 
onstante, on assiste �a un ph�enom�ene tr�es parti
ulier : la repr�esentationsur un groupe 
ompa
t est �egale �a la repr�esentation globale, et n'est pas une proje
tion de 
etterepr�esentation globale sur un quotient. Les propri�et�es d'inje
tivit�e de la repr�esentation globale setransportent don
 dire
tement sur la repr�esentation sur un groupe 
ompa
t.Si la substitution est de longueur non 
onstante, alors 
ette situation semble ne plus se repro-duire, et le probl�eme de l'inje
tivit�e de la repr�esentation sur un groupe 
ompa
t devient distin
tde l'inje
tivit�e de la repr�esentation globale. Cette distin
tion ne se produit 
ependant pas pour lessubstitutions de type Pisot, unimodulaires sur 2 lettres : B. Host a montr�e que pour de telles substi-tutions, l'inje
tivit�e de la repr�esentation torique est �equivalente �a l'inje
tivit�e sur la repr�esentationg�eom�etrique [46℄.Ce
i ne remet pas en 
ause l'obtention �eventuelle de partition de Markov pour les endomor-phismes du tore de type Pisot. En e�et, �etant donn�e une substitution de type Pisot et non uni-modulaire, si la repr�esentation globale asso
i�ee est inje
tive en mesure, alors le syst�eme substitutifest isomorphe �a un �e
hange de mor
eaux dans un sous-ensemble auto-similaire de Rd�1 
rois�e ave
des extensions �nies de 
orps p-adiques. On peut relever 
e sous-ensemble dans Rd 
rois�e ave
 lesmêmes extensions �nies de 
orps p-adiques en rajoutant une hauteur 
omme 
ela a �et�e fait dans le
as unimodulaire au 
hapitre 5. Un r�esultat sur la mesure de l'espa
e obtenu, similaire �a 
elui dela 
onje
ture 7.2.1, permettrait alors de d�e�nir une partition du sous-ensemble de Rd 
rois�e ave
les extensions p-adiques, qui serait d�e
rite par le syst�eme dynamique symbolique de type �ni eD,la proje
tion dans le tore Td r�ealisant une semi-
onjugaison entre le d�e
alage et l'endomorphismeasso
i�e �a la matri
e de la substitution.
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